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Zusammenfassung/Abstract

Kern der Untersuchungen bildet der Nachweis, da8 fiir elliptische Systeme von parti-
ellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung eine Familie von lokalen Niedrigrang-
operatoren existiert, die exponentiell gegen den inversen Differentialoperator kon-
vergiert. Diese Niedrigrangoperatoren werden verwendet, um hierarchische Matrizen
(H-Matrizen) zu konstruieren, die u.a. die inverse Steifigkeitsmatrix approximieren,
und um den Approximationsfehler abzuschatzen.

Zur Vorbereitung des Beweises werden die erforderlichen Begriffe und Werkzeuge
bereitgestellt und erldutert. Der Beweis verwendet nur die schwache Losung der
Differentialgleichung, nicht jedoch die GREENsche Funktion. Der Vorteil der H-
Matrizen liegt in der problemlosen Handhabung springender Koeffizienten.

Den Abschluf3 der Arbeit bilden numerische Tests, die die theoretischen Aussagen
unterstreichen. Dabei wird die LAME-Gleichung als Beispiel fiir ein elliptisches Sy-
stem mittels linearer finiter Elemente diskretisiert und die resultierenden linearen
Gleichungssysteme mittels der H-Arithmetik gelost.

Abstract

The main focus of this work is to prove the existence of a familiy of local low rank
operators, which in case of elliptic systems of partial differential equations of second
order converges to the inverse differential operator. These low rank operators will be
used to construct hierarchical matrices (H-matrices) which approximate the inverse
of a given matrix (e.g. the stiffness matrix), and to estimate the approximation error.

In the setup to the proof we define and discuss the necessary terms and tools. The
proof uses only the weak solution of the differential equation, but not its GREEN’s
function. The advantage of H-matrices is the trouble-free handling of L*° coefficients.

Finally, we close the work with numerical tests verifying the theoretical results.
As an example to elliptic systems we take the LAME equation, discretize it with finite
elements, and solve the resulting linear systems of equations using the arithmetics
of H-matrices.



ii Zusammenfassung

Danksagung

Neben vielen anderen Personen gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. MARTIN BROKATE
fiir die interessante und weitsichtige Aufgabenstellung sowie die Freiheit, verschie-

dene Losungswege entwickeln zu diirfen und mir beim Beschreiten derselbigen zu
helfen.

Dank gebiihrt aber auch Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. WOLFGANG HACKBUSCH, der
mich ans MPI nach Leipzig einlud und mich in den Genuf} seiner Gastfreundschaft
kommen lie. Dabei stand er mir Rede und Antwort zu vielen Fragen rund um die
untersuchte Aufgabe.

Mein besonderer Dank unter seinen Mitarbeitern gilt Herrn Dr. STEFFEN BORM,
der mir mit seiner herzlichen Art, der immerwéhrenden Diskussionsfreudigkeit und
den vielen fruchtbaren Anregungen zur Seite stand.

Schliefflich mochte ich den mir noch unbekannten Gutachtern danken, dafl sie
die Zeit und die Miihe fiir das Lesen der Arbeit aufbringen.

Explizite Erwéhnung fiir ihre moralische Unterstiitzung haben Sylvia, Christian
und Jan sowie in besonderem Mafle Harry und Sally verdient.



Symbolverzeichnis

Das Symbolverzeichnis enthélt alle Bezeichnungen, die nicht nur lokal in einem Ab-
schnitt verwendet wurden, sondern durch das ganze Dokument dieselbe Bedeutung
tragen. Die Seitenzahl gibt die Stelle an, an der eine detaillierte Erklarung zu finden
ist. Etwaige Mehrfachverwendungen sind stets so arrangiert, dafl Verwechslungen
mit der globalen Bedeutung unmoglich sind.

Die Kennzeichnung mit — weist stets auf den Zusammenhang mit Differential-
gleichungssystemen hin.
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r Rand von €2
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1 Gleitmodul 14
Lmins Mmae  Kleinster und grofiter Eigenwert von M und M

Kc Verhéltnis von A0z 20 Ain 6

K Verhaltnis von Xmax zZu Xmm

v,v(x) Normalenvektor

v, o (x) Testfunktion

pr Innkreisradius eines (Dreieck-) Elementes T 19

o Cluster

T Cluster; einmalig auf S. 19 zulédssige Triangulation

Th zuléssige Triangulation der Maschenweite h S. 19
Q Gebiet im R" (Definitionsbereich der Differentialgleichungen)

W, Volumen der n-dim. Einheitskugel o7
Lateinische Bezeichner

Symbol Bedeutung Seite
@C 13
Ay ‘H-Approximation einer Matrix A

a(.,.) Bilinearform zu L 11

il



v

Notation, Nomenklatur, Symbolverzeichnis

Lateinische Bezeichner (Forts.)

Symbol Bedeutung Seite
al(.,.) Bilinearform zu L 15
C,C () Koeffizientenmatrix von L mit den Komponenten c;;
E'), c (x) Koeffizientenmatrix von L mit den Komponenten Ci; 13
C?h, C—';{ Hilfsmatrix und ihre H-Approximierende (Systemfall) 95, 97
Cij, Cij () Komponente der Matrix f6}
Co, Co Konstante 62, 70
Clx.y) Konstante, die in der Gleichung (x.y) definiert wird
CE Konstante bei der Elliptizitit von Bilinearformen 12, 16
CFak Konstante, die bei der Abschéatzung von m! auftritt. 56
CFEM Konstante aus der FE-Fehlerabschétzung 25
Cij, Cij () Komponente der Matrix C
Cijkls Cijkl () Komponente der Matrix C;; bzw. des Tensors e
cy Konstante 23
Clok AF Konstante 91
Cm von m ,abhéngige* Konstante o6
Crm.n Konstante, bei der m von n abhingt 62
Cr.m Konstante, bei der m von n abhéngt 57
Creg Konstante 56
Cs Konstante bei der Stetigkeit von Bilinearformen 11, 16
Cyp Schwachbesetztheitskonstante 42
CTE Konstante im Zusammenhang der

schwachen TAYLOR-Entwicklung 60
D*u part. Ableitung a%‘; ‘“(%72;
D™u, V™u, V™u  Vektor/Tensor aller m-ten Ableitungen
F(),F() Linearform 11, 15
Fy, F, Lastvektoren 20, 29
fs f rechte Seite der Differentialgleichung 5,13
h; hr Schrittweite; ldngste Kante von T' 19
id=1id(zr) == Identitdtsabbildung
1d Einheitsmatrix
im Bild
ker Kern
1 Indexmenge
J Koeffizientenisomorphismus 20
f, Io Koeffizientenisomorphismus bei Systemen 26
L elliptischer Differentialoperator 5
Ly R11Z-GALERKIN-Diskretisierung von L 21
L= (Lij)i elliptischer Matrixdifferentialoperator 13
Ly R1TZ-GALERKIN-Diskretisierung von L 29
M Massenmatrix 21
— —
M, Mg Massenmatrix beim DG-System 29
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Kapitel 1

Einfithrung

Die ‘H-Matrizen sind eine sehr junge Erfindung von W. HACKBUSCH zur Losung
von linearen Gleichungssystemen mit vollbesetzten Matrizen, wie sie bei der Rand-
elementmethode entstehen, vgl. [Hb98] und [HK99]. In der Vergangenheit haben
‘H-Matrizen in der Praxis immer wieder demonstriert (vgl. [BH03], [Be04], [Li02]),
daf sie auch zur Losung von linearen Gleichungssystemen im Rahmen der Finiten-
Element-Methode effizient eingesetzt werden kénnen.

1.1 Zielsetzung und Struktur der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Existenz einer H-Approximation der inver-
sen Steifigkeitsmatrix, die wir bei der Finiten-Element-Diskretisierung elliptischer
Systeme partieller Differentialgleichungen mit L*°-Koeffizienten erhalten, zu bewei-
sen. Hierfiir legen wir uns in den Kapiteln 2 bis 4 alle erforderlichen Werkzeuge
und Hilfsmittel zurecht und beweisen in Kapitel 5 die Existenz der H-Inversen auf
zwei verschiedenen Wegen. In Kapitel 6 belegen wir die gewonnenen Abschéitzungen
durch numerische Tests.

1.2 Gleichméafig elliptische Differentialoperatoren

In Kapitel 2 definieren wir fiir ein L1PSCHITZ-Gebiet () C R" gleichméafig elliptische
Differentialoperatoren und stellen die wichtigsten Punkte der schwachen Losungs-
theorie zusammen. Anschliefend erweitern wir die Begriffe auf ¢g-dimensionale Sy-
steme von partiellen Differentialgleichungen

q
ZLUU‘j:fla i:17"'7Q7
j=1

mit Lijuj = — 22,1:1 8l (Cijklﬁkuj'), Cijkl e L*>® (Q), die nach @ = (ui).zl Q) —
R? zu 16sen sind. Als Beispiel fiir ein gleichméBig elliptisches System von Differenti-

1



2 Kapitel 1. Einfiihrung

algleichungen diskutieren wir die LAME-Gleichung

—

— (A1) - V (div (@) — - AT = .

die dann auch in Kapitel 6 als Testbeispiel dient.

Wir geben aus mehreren Griinden einen Exkurs iiber Singularitédten- und GREEN-
sche Funktionen bei. Erstens wurden die H-Matrizen im Kontext der Integralglei-
chungen und Randelementmethoden entwickelt und dort sind Kernfunktionen eben
sehr wichtig. Zweitens kann unter Verwendung dieser Funktionen der Approxima-
tionsbeweis gefithrt werden, vgl. [BHO3]. Drittens ist die GREENsche Funktion Be-
standteil des inversen Differentialoperators. Problematisch ist jedoch die Frage nach
ihrer Existenz, womit wir unseren Weg motivieren wollen, den Beweis mittels der
schwachen Losung zu fiithren.

1.3 Finite Elemente

In Kapitel 3 erkléren wir die Grundziige der Finiten-Element-Methode. Wir verwen-
den quasi-gleichméfige Triangulierungen mit N inneren Gitterpunkten. Der Ansatz-
raum V;! wird von ¢N linearen Ansatzfunktionen aufgespannt.

Einen Schwerpunkt setzen wir auf die Darstellung der FE-Matrizen als Verket-
tung eines sog. Koeffizientenisomorphismus J : R?Y — V,? und des Differential-

operators L = (Ly;) . Fiir die R1TZ-GALERKIN-Diskretisierung des inversen

5,J=1,...,q
Differentialoperators L~! gilt

(i) =PI

Ersetzen wir spéter L' durch eine Niedrigrangapproximation, sind wir bei der
Konstruktion der H-Inversen der Steifigkeitsmatrix schon fast am Ziel und haben
zugleich den Approximationsfehler in der Hand, weil wir Abschétzungen fiir L1
usw. kennen.

Die Struktur der FE-Matrizen hingt von der Assemblierung ab. Um auf Ergeb-
nisse aus [BH03| zuriickgreifen zu konnen und gewisse Abschétzungen zu erleichtern,
diskutieren wir die knoten- und die gleichungsorientierte Diskretisierungen. Die re-
sultierenden Massenmatrizen konnen durch Multiplikation mit einer Permutations-
matrix ineinander tiberfiithrt werden.

Das Kapitel schlieen wir mit einer Fehler- und Konvergenzanalyse. Ist die
Losung @ des Differentialgleichungssystems H'™*-regulir, a € [0,1], und ), die
Ri1TZ-GALERKIN-LOsung, so konnen wir den Diskretisierungsfehler durch die rechte
Seite f und eine Potenz der Schrittweite h abschétzen,

i — 1 < . 2o,
q)y >
| Uh”Lz(QR ) S CFEM h Hﬂ , crem > 0.

L2(Q,R7)
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1.4 H-Matrizen

In Kapitel 4 motivieren wir anhand einer Integralgleichung die hinter den H-Matrizen
stehende Erkenntnis, dafl zwei weit voneinander entfernte Teilgebiete nur wenig mit-
einander kommunizieren und wir deshalb die korrespondierenden Matrixblécke ohne
grofle Verluste approximieren kénnen .

Um eine H-Matrix aufstellen zu konnen, miissen wir die Indexmenge I parti-
tionieren. Die Indexteilmengen reprisentieren wir dann durch einen H-Baum. Aus
diesem konstruieren wir einen minimal zuléssigen H-Produktbaum, der eine Parti-
tionierung von I x I angibt. Die Konstruktion erfolgt mittels einer Zuléssigkeitsbe-
dingung, die untersucht, ob zwei Indexteilmengen s,t C I zuléssig sind, genauer

: lissi fir min{@,, @.} < 2ndi

txsCIx[ist  2rasse A min{J,, I, } < 2ndist (o,7),
unzuléssig sonst,

wobei o, 7 mit s,t assoziierte Teilgebiete von € sind und @, den CEBYSEV-Radius

von o bezeichnet.

Zulassige Produktmengen ¢ x s werden nicht mehr weiter unterteilt und die ent-
sprechenden Matrixblocke durch Matrizen niedrigeren Ranges, den sog. Rk-Matrizen,
ersetzt. Der Rang k kann entweder fest vorgegeben werden oder aber er folgt aus
dem alternativ vorzugebenden Approximationsfehler (Rangadaptivitét).

Unzuléssige Produktmengen ¢ x s werden solange verfeinert, bis sie eine minimale
Grofle unterschreiten. Der entsprechende Matrixblock kann dann nicht durch eine
Rk-Matrix ersetzt werden. Das resultierende Gesamtsystem nennen wir eine H-
Matrix.

Der Schrankensatz fiir die Spektralnorm stellt fest, dafl die Approximierbarkeit
einer Matrix A durch eine H-Matrix Ay dquivalent ist zur Approximierbarkeit auf
den zuldssigen Blocken ¢ x s. Diese Aussage bildet die Grundlage fiir die Untersu-
chungen in Kapitel 5.

1.5 Die Existenz der H-Inversen

In Kapitel 5 beweisen wir zuerst die Existenz einer lokalen Niedrigrangapproxima-
tion von L7, die auf zuldssigen Teilgebieten exponentiell gegen L1 konvergiert.
Mit den Erkenntnissen aus Kapitel 3 iibertragen wir dieses Ergebnis auf die Ma-
trix. Wegen des Schrankensatzes ist damit die H-Approximierbarkeit der inversen
Steifigkeitsmatrix bewiesen.

Fiir die Herleitung einer lokalen Niedrigrangapproximation von L' beschreiten
wir zwei Wegi In den Absétzen 5.1 und 5.2 Verwendenﬁwirﬁeine schwache TAYLOR-
Entwicklung Q™ von _uj dgr Ordnuﬁng m. Wegen @ = L' f definiert das eine Nied-
rigrangapproximation Q™L~! von L~!. Dieser Fehler ist das Restglied der TAYLOR-
Entwicklung, das im wesentlichen aus den m-ten Ableitungen von  besteht und die
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kénnen wir im Falle konstanter Koeffizienten durch die rechte Seite abschitzen. Auf
einem zuléssigen Block ist also die Niedrigrangapproximation von <L‘1> durch
h

(E—l) _ FOmI-T
H

gegeben.

Fiir nichtkonstante Koeffizienten halten wir uns an [BHO03], allerdings miissen
wir nicht auf die GREENsche Funktion zuriickgreifen. Dabei setzen wir @ in den
Auflenraum durch 0 fort und approximieren es durch stiickweise konstante Funktio-
nen, die auf die Menge der L-harmonischen Funktionen projiziert wurden. Somit ist
auch die Differenz wieder L-harmonisch und kann selbst entsprechend approximiert
werden. Auf diese Weise wird eine orthogonale Projektion Sm definiert. Diese fiihrt
ebenfalls zu einer exponentiell konvergenten Niedrigrangapproximation SmL=! von

L.

Dafl wir mit dieser in Absatz 5.3 vorgestellten Methode auch L*-Koeffizienten
erfassen, liegt daran, dafl wir abwechselnd projizieren und approximieren. Beim
TAYLOR-Ansatz wurden Approximationen und Projektionen am Stiick durchgefiihrt,
was L-Harmonizitidt der m-ten partiellen Ableitungen voraussetzt.

In Absatz 5.4 schlieflen wir von der nun bewiesenen lokalen H-Approximierbarkeit
auf die globale H-Approximierbarkeit, d.h. wir zeigen die Existenz einer H-Matrix
é
Cy, sodaf

— -1 —
()" -& <e
2

fiir ein € > 0 gilt.

1.6 Numerik

Fiir die numerischen Tests betrachten wir die LAME-Gleichung mit springenden Ko-
effizienten und diskretisieren sie mit linearen Finiten Elementen. Die entstehenden
Gleichungssysteme werden durch H-Invertierung und ein mit der H-Inversen vorkon-
ditioniertes CG-Verfahren gelost. In beiden Fillen ist die Konvergenzgeschwindigkeit
von zweiter Ordnung.



Kapitel 2

Elliptische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

2.1 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt betrachten wir auf einem LIPSCHITZ-Gebiet 2 C R", n € N,
beliebiger Geometrie und Rand I' := 02 die Randwertaufgabe

Lul(z) = f(x) firz € Q (2.1)
mit verallgemeinerten DIRICHLET-Nullrandwerten
u(x) =0 firz e I':= 00 (2.2)

mit f: ) — R gegeben und u : Q — R gesucht. Weiter ist L ein Differentialope-
rator zweiter Ordnung der Form

Lu=Lul(x) ==Y a% <cij (2) - a%u (x)) (2.3)

1,7=1

mit den ebenfalls gegebenen reellen Koeffizientenfunktionen ¢;; € L (€2). Statt 8%2_
schreiben wir auch ;. Wir nehmen an, daf§ ¢;; (x) = ¢j; (z) fiir alle z € Q gilt und
fassen die Koeffizienten in der Matrix C' = C'(2) = (¢;; (2)), ;_, ., zZusammen. Seien
Amin () und A\,4q () ihr minimaler und maximaler Eigenwert fiir ein bestimmtes
z € 2 und

)\min = Ig?elflzl )\mm (.T) ; )\max = I?eag( )\mam («T) .

Der Differentialoperator bzw. die Differentialgleichung L heiflen elliptisch im
Punkt = € Q, falls C (x) positiv definit ist, d.h.

(C(2)¢,6) >0 vEeR"\ {0}, (2.4)

b}
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und elliptisch in €, falls Bedingung (2.4) fiir fast alle z € Q erfiillt ist. Fiir z € Q

setzen wir
c(x) = inf{ Z a;j (x) &

i,j=1

£ € R" mit ||¢]| = 1}.

Tatsdchlich ist ¢ (x) ein Minimum und zugleich der kleinste Eigenwert von C (z),
also ist (2.4) dquivalent zu

S ey (@) &8 > (@) lEl} Ve e R\ {0}

ij=1
Wir nennen L gleichméfig elliptisch in €, falls
inf {c(z)|z € Q} >0,

d.h. fiir alle x € Q existiert ein ¥ > 0, die sog. Elliptizititskonstante, sodafl ¢ (x) > v
und damit

(C@)€,6) =) cy(@) &€ 2 e(@) €l = 0)€l5>0 vEeR"\ {0}  (2.5)

h,j=1

gilt (insbesondere ist die Wahl ¢ = \,,,;, moglich). Das Verhiltnis von grofitem zu
kleinstem Eigenwert der Matrix C' bezeichnen wir mit

)\ma:c X )\max
Ko (x) ::)\'7((&7)) bzw. kg = W (2.6)

2.2 Fundamentall6sungen

Wir haben zwei Griinde fiir eine kurze Auseinandersetzung mit Singularitétenfunk-
tionen. Zum einen finden H-Matrizen ihren Ursprung in der Loésung linearer Glei-
chungssysteme, die im Zuge der Randelementmethode, also bei der numerischen
Losung von Integralgleichungen, entstehen. Fiir Integralgleichungen sind Singula-
ritdtenfunktionen von zentraler Bedeutung. Zum anderen besteht eine Moglichkeit,
den Beweis der H-Approximierbarkeit unter Verwendung von Singularitéiten- oder
GREENschen Funktionen zu fithren. Abschliefend wollen wir die Gelegenheit nut-
zen, um uns klarzumachen, warum wir doch lieber ohne Singularitdtenfunktionen
auskommen und stattderen mit schwachen Lésungen arbeiten wollen.

2.2.1 Singularitatenfunktionen

Bei den Definitionen und Begriffsbildungen halten wir uns ausschliefilich an die in
der HACKBUSCH-Schule gebrauchliche Konvention.
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Definition 2.1 Fine Distribution s : R* xR" — RU{+xo0} heifsit Singularititen-
funktion® fiir den Differentialoperator L = L, aus (2.3), falls fiir alle z € R™ und
beliebige, aber feste y € R”

Lis(z,y)] = 0y (x)  bzw. L[s(,y)] =9, (2.7)
im distributionellen Sinne gilt. Ist L rotationssymmetrisch, verlangen wir zusdtzlich

s(z,y) = s ([lz =yl (2.8)

Beispiel 2.2 Fiir den LAPLACE-Operator lautet die Singularititenfunktion

—LInl|lx —y|| fir n=2
s(z,y) = 2 - . ’
(2.9) { ﬁnx—yll ! fiir n=3.

Bemerkung 2.3 (a) Im Gegensatz zur GREENschen Funktion, die wir in Absatz
2.2.2 kennen lernen, ist die Singularititenfunktion unabhdngig vom Definiti-
onsbereich ) der Differentialgleichung und ihren Randbedingungen: sie bezieht
sich einzig und allein auf den Differentialoperator.

(b) Mit 6, =0, (z) =0 (y — x) bezeichnen wir die DIRACsche §-Funktion. In der
Tat existiert keine klassische Funktion d,, sodafS die Forderung (2.7) nur von
einer Distribution 9, erfillt werden kann, d.h. unsere Lisungen s sind schwach
bzw. distributionell.

(¢) Die Singularititen von s verlaufen meist entlang der Geraden x = y. Die
Singularititenfunktion s mufl nicht singuldr sein — es gentigt vollauf, wenn
dies auf ihre (hoheren) Ableitungen zutrifft; vielmehr wollen wir, daff die Sin-
gularitdt moglichst schwach ausgeprdgt ist. Eine Verstarkung der Singularitit
erzielen wir durch Differentiation von s (nach x odery).

(d) Die in Gleichung (2.8) geforderte Rotationssymmetrie will man nur dann ha-
ben, wenn auch der Differentialoperator L rotationssymmetrisch ist wie das
z.B. beim LAPLACE-Operator der Fall ist [CZ92, S. 213]. Als Funktion von x
erfillt dann s fiir x # y die homogene Differentialgleichung und hdingt nur von
der EUKLIDischen Norm ||z — y|| ab, d.h. s ist im Punkt y rotationssymme-
trisch, wenn y festgehalten wird und x lduft.

Singularitdtenfunktionen kann man im Einzelfall mit Faltungen oder der Fou-
RIER-Transformation konstruieren (siche z.B. [CZ92, S. 212], [Mcl00], [Or80]). Im
allgemeinen Fall jedoch ist die Herleitung von s eine komplizierte Angelegenheit. Fiir
Operatoren mit konstanten Koeffizienten gewéhrleistet der Satz von MALGRANGE-
EHRENPREIS aus dem Jahre 1955 die Existenz einer Singularitdtenfunktion [Ze97, S.
186]; eine allgemeine Darstellung der Singularitdtenfunktionen fiir solche Operatoren
findet sich in [SS04, Formel (3.1.3)]. Weitere Literaturhinweise finden sich in [Ha87,
Abs. 1.16].

!Synonyme: Fundamentallsung, Elementarlosung.
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Definition 2.4 Sei s die Singularititenfunktion von L. Als Grundlésung von
Lu] =0 in Q bezeichnen wir jede Distribution

7:R"XR" — R, (2,y) — s(z,y) +o(x,y), (2.9)

falls die Funktion ¢ fiir festes y € Q ebenfalls L[p] = 0 bedient und in C* (ﬁ) liegt.

Insbesondere ist ¢ = 0 € C*(Q) mit L[¢] = 0 und somit s selbst eine
Grundlésung. Aus diesem Grund und weil die meisten Autoren zwischen s und
~ nicht unterscheiden, identifizieren auch wir die beiden und arbeiten fortan nur mit

der Singularit'ig)%enfunktion. Das hat zur Konsequenz, dafl diese eindeutig ist bis auf
Losungen der Gleichung L [¢] = 0.

Die Singularitdtenfunktion von L stellt, wie wir gleich sehen werden, einen Teil
von L~! und damit von der Losung der Differentialgleichung dar. Wir betrachten
nun wieder die inhomogene Differentialgleichung (2.1) mit den Randdaten (2.2) oder
den NEUMANN-Randwerten

a%“ () = gn (z) fir z €T, (2.10)
wobei 9
Sou (@) = du (@) = (v (x), Vu(x)) (2.11)

die Normalenableitung von u im Punkt x bezeichnet.

Definition 2.5 Ist s eine Fundamentallosung von L und ¢ integrierbar, so heifst

v@)= [ s@powdy cer
NEWTON- oder Volumenpotential von ¢.

Das Volumenpotential erfillt L [v] = ¢, d.h. fiir ¢ = f ist v Losung von (2.1):

L, { [stnrw dy] — /(). (2.12)

Konnten wir also bisher nur homogene Aufgaben L [u] = 0 lésen, haben wir mit
dem Volumenpotential nun die Moglichkeit, fiir inhomogene Randwertprobleme (2.1)
eine Losung anzugeben [Hb97, S. 357]. Das ist genau die zentrale Eigenschaft der
Singularitdtenfunktion: kennen wir s, kénnen wir die Differentialgleichung l6sen,
sogar in dem Fall, daf f eine Distribution ist. Weiterhin gilt [Gr01, S. 101]

[ s L= [ sy fd=uw=171@. (@13

Damit ist endgiiltig klar, daf§ die Singularitdtenfunktion ein wesentlicher Bestandteil
von L~ ist und wir sind unserem Ziel, eine Darstellung von L~ fiir den Nachweis der
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Approximationseigenschaft zu konstruieren, einen Schritt ndher gekommen. Ebenso
klar ist uns nun, warum dieses Konzept bei nichtlinearen Gleichungen nicht greift:
dort héangt f ndmlich von u ab. Was noch fehlt, ist die Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen.

Setzen wir f = 0 in (2.1) und integrieren (2.7) partiell, erhalten wir die Losung
der homogenen Differentialgleichung als das Randintegral

u(x):/agu(y)-s(z,y)— u(y) -gs(x,y)df‘yﬁjrxeﬁ. (2.14)
rev =0 nach (2.2) Y

Diese sog. GREENsche Darstellungsformel eréffnet einen Zugang, die Differenti-
algleichung in eine Integralgleichung zu tiberfiithren. Gleichung (2.14) ist eine FRED-
HOLMsche (Rand-) Integralgleichung 3. Art, d.h. der Integrationsbereich ist fix und
die gesuchte Funktion (hier ) tritt innerhalb und auBerhalb des Integrals auf und
wird dabei noch mit einer Funktion multipliziert. Ein simples Beispiel einer Inte-
gralgleichung geben wir in Absatz 4.1.1.

Die Integraldarstellung (2.14) zeigt uns, dafl der Wert von u in einem inneren
Punkt nur von den Werten von » und a%u auf dem Rand abhingt, was aber auch
zur Folge hat, dafl wir beide Typen von Randbedingungen benotigen. Sind keine
NEUMANN-Randbedingungen gegeben, miissen wir entweder ein passendes %u fin-
den — dann sind wir bei der Integralgleichungsmethode gelandet — oder die
Abhéngigkeit von Zu eliminieren — diesen Weg beschreiten wir bei der Methode

ov
der GREENschen Funktionen.

2.2.2 GREENsche Funktionen

Das Volumenpotential gibt eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung auf
dem ganzen Raum R” an. Die GREENsche Darstellungsformel beschreibt die Lésung
der homogenen Gleichung auf €2 und beriicksichtigt dabei die Randwerte. Die Kom-
bination der beiden versetzt uns in die Lage, fiir die Losung des Randwertproblemes
(2.1, 2.2) die geschlossene Formel

we) == [ @) f@ v+ [sww Luwir, veo

angeben zu konnen, vgl. [Hb96, S. 33]. Wir miissen das Randintegral fiir den Fall,
daB 0,u unbekannt ist, eliminieren.

Definition 2.6 FEine GREENsche Funktionen (erster Art?) g: QxQ — R fiir
die DIRICHLET-Randwertaufgabe (2.1, 2.2) ist eine Singularititenfunktion, die

g(z,y)=0firzel,yeQ
erfillt.

2Eine GREENsche Funktionen zweiter Art erhalten wir bei der Losung der NEUMANN-
Randwertaufgabe [Hb96, S. 40].
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Aus der Definition folgt sofort, daf sich mit der GREENschen Funktion als Kern
eine Losung der Randwertaufgabe (2.1, 2.2) angeben 148t, namlich

w(e) = L[] (2) = K [f] () = — / g(oy) fW)dy, weQ (215

Im Falle von Nichtnull-DIRICHLET-Randwerten gp miissen wir zur rechten Seite den

Term [.gp (y) - a%yg (z,y)dl', addieren.

Die GREENsche Funktion ist also per definitionem eine Distribution, aber wir
miissen in ihr etwas stérkeres, glatteres sehen, um den Randbedingungen Sinn zu
geben [RR93, Abs. 5.5.2]. Fiir # # y ist die GREENsche Funktion durchaus gutartig,
wenn vielleicht auch nicht analytisch. Wir zerlegen die GREENsche Funktion in die
Singularitdtenfunktion und in die sog. kompensierende Kernfunktion g. [Sh92,
S. 142]. Letztere korrigiert s dahingehend, dafl die Randbedingung (2.2) erfiillt wird:

g(aj‘,y):S(ﬂj‘,y)—Fgc(ﬂ?,y), xuyEQ-

Wegen

6@/ (ZL’) = Lx [g (x,y)] = Lx [S (l’,y) +gc (x,y)] = 5@/ (ZL’) + L:c [gc (x,y)]

ist klar, daB g.
Lg [ge (x,y)] = 0 fiir z,y € Q

erfiillt und auf Q x Q keine Singularitéit besitzt. Im Gebietsinnern wird der Charak-
ter der GREENschen Funktion also im wesentlichen von der Singularitdtenfunktion
bestimmt. Weiterhin gelten (fiir z € Q)

| a0 ft=u@ = [ ssay+ [ sour,

/gcfdy:/sa,,udfy.
) r

Die Existenz einer GREENschen Funktion ist eng mit der Losbarkeit des Rand-
wertproblems verkniipft. Ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat fiir gleichmafig
elliptische Differentialgleichungen mit L>°-Koeffizienten wird in [GW82] vorgestellt.

Die GREENsche Funktion kénnen wir selten explizit angeben. Weil sie jedoch vor
allem fiir theoretische Ausfithrungen von Bedeutung ist, miissen wir iiber Mo6glich-
keiten verfiigen, sie in geeigneter Weise approximieren zu kénnen. In Betracht kommt
z.B. die Aufspaltung in Singularitdtenfunktion und kompensierenden Kern, der dann
abzuschétzen ist, vgl. [Gr01, Satz 7.11].

2.2.3 Abschlielende Bemerkungen zu Fundamentall6sungen

Der Umgang mit Singularitdten- und GREENschen Funktionen ist nicht zuletzt we-
gen der Existenzfrage sehr schwierig, die mit der Gutartigkeit der Koeffizienten steht
und fallt.
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7.B. treten in der Kontinuumsmechanik die Materialparameter als Koeffizienten
des Differentialoperators auf. Wenn diese Koeffizienten nicht konstant sind, wie das
bei inhomogenen Materialien der Fall ist, dann ist die Existenz der Grund-/Funda-
mentallosung nicht automatisch gewéhrleistet. [Mcl00, S. 200] deutet zwar an, da8
Homogenitéat nicht zwingend erforderlich ist, aber die in Natur und Technik haufiger
vorkommende Inhomogenitét verkompliziert die Betrachtungen erheblich.

Im Falle von Differentialgleichungssystemen hat die jiingere Forschung entspre-
chende Ergebnisse hervorgebracht, vgl. Absatz 2.4.3. Jedoch erfordern diese die
Einfiihrung neuer Funktionenrdume, was wir als weiteren Grund anfiithren, doch
lieber mit schwachen Losungen zu operieren.

2.3 Schwache Lésungen

Die schwache Formulierung der Randwertaufgabe (2.1, 2.2) ist eine Variationsglei-

chung und lautet
a(u,v)=F(v) YveV:=H(Q) (2.16a)

mit der zu L gehorenden Bilinearform
a(u,v) = / Z ¢;j0iu0;v (2.16Db)
Q=1
und der Linearform

F(v) = (f,0)1209) = /va (2.16¢)

Die Losung u € V := H} () von (2.16a) nennen wir schwache Lésung der Rand-
wertaufgabe (2.1, 2.2). Fiir den Differentialoperator gilt nun L : V — V.

Definition 2.7 Die Bilinearform a : V x V. — R heif§t stetig oder beschrinkt,
falls eine Konstante cg > 0 existiert, sodafs

|a (v1,v2)| < cs - [luilly - [[vally,  Vor,v2 €V
gilt. Sie hez'é'g% symmetrisch, falls
a(vi,v) = a(ve,v1) Voi,vy €V

erfillt ist.

Zwar gibt es den Begriff der elliptischen Bilinearform, den elliptischen Randwert-
problemen sind jedoch die koerziven Bilinearformen zugeordnet [Hb96, S. 130].

Definition 2.8 Die Bilinearform a heifit V-koerziv, falls sie stetig ist und zwei
Konstanten cg > 0 und cx € R existieren mit

a(u,u) 2 cp llully = cx llullfzg)  Yu €V = Hy (Q).
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Definition 2.9 Die Bilinearform a heifst V -elliptisch, falls sie stetig und positiv
definit ist, falls also eine positive reelle Konstante cg existiert mit

a(v,v) > cgloll;, YoeVi.=H(Q).

Wenn wir schon der Vollstédndigkeit halber auf die Koerzivitét eingehen, erwéhnen
wir auch, daf§ diese mit der Elliptizitit zusammenfillt, wenn L, wie das in der vor-
liegenden Abhandlung der Fall ist, nur aus dem Hauptteil besteht.

Lemma 2.10 Sei Q beschrdankt und L ein gleichmdfSig elliptischer Differentialope-
rator mit L*>°-Koeffizienten c¢;; und nur aus dem Hauptteil bestehend. Dann ist die
Bilinearform a H; -elliptisch.

Beweis: Siche z.B. [Hb96] oder den Beweis zu Lemma 2.14, das den gleichen Sach-
verhalt fiir Systeme von partiellen Differentialgleichungen formuliert. Dort erkennen
wir auch, dafl die Konstante cg fiir skalare wie Systeme von Differentialgleichungen
dieselbe ist. [QED

Satz 2.11 (LAX-MILGRAM) Sei(Q beschrinkt und die Bilinearform a H}-elliptisch.
Bezeichne L1 die Inverse des Differentialoperators L. Dann besitzt die Variations-
gleichung (2.16a) genau eine (schwache) Losung u € Hy () mit

1 f—
|u|H1(Q) < g ‘f|H—1(Q) Vf eH ! (Q),
1

1‘}£(H*1(Q),H1(Q)) =5

I

Beweis: Siehe z.B. [Hb96, S. 136]. QED

2.4 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

2.4.1 Grundbegriffe
Sei Q C R", n € N, ein Gebiet beliebiger Geometrie mit Rand I' := 02 und

U= (uj),_, - Q2— R, geN\{l}.

.....

Die Schreibweise @ € V7 := Hj (2, R?) bedeutet, daf jede Komponentenfunktion w;
Element von H{ (Q) ist. Wir versehen H™ (€2, RY), m € N, mit der Norm

Il

q
o 2
H™(Q,R9) = Z Z /S;|D UZ| dz (217&)

=1 |a|<m
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und der zugehorigen Seminorm

q
] iz = | DL D /Q|Dauj\2dx. (2.17h)

J=1 |a|=m

Die Norm einer Funktion f =(f;)

|7

Ein lineares System von ¢ > 2 Differentialgleichungen zweiter Ordnung
ist gegeben durch

, € L? (2, RY) lautet dann

i=1,...,

q q
_ 2 _ 2
= | 20 Ml = [ 3 | s2s

ZLU [u;] () = fi(z) firz e Qundi=1,..,q, (2.18)
j=1

oder kurz

—

Li=f
in Matrixschreibweise. Der Matrixdifferentialoperator
L:VI— (VY = H(Q,RY)

besteht aus den Differentialoperatoren L;;, die zwar von der Bauart wie in (2.3)

sind, also
"0 0
Lijuj (z) = = ) o (Cz’jkl (x) o, (93))

k=1

(wir betrachten wiederum nur den Hauptteil), aber sie miissen nicht elliptisch sein.
Die reellen Koeffizientenfunktionen

Cijkl ELOO (Q), ’i,jzl,...,q, k‘,l:l,...,n,

bilden die Komponenten eines ¢ x ¢ x n x n-Tensors WC, den wir hier als ng x

H
ng-Matrix C' schreiben, d.h. als Matrix, deren Komponenten Cj;, i,j = 1,...,q,
wiederum n x n-Matrizen sind. Wir fordern von den Koeffizienten die Symmetrie

Cijkt = Cijtk = Cjak, A0 O = Cij = Cji = (Cjirt) v (2.19)

(bei der Elastizitdt wird selbst im Fall allgemeinster Materialsymmetrie eine stérkere
Symmetrie gefordert).

In Erweiterung von Absatz 2.1 nennen wir L gleichmifig elliptisch in €, falls
fiir fast® alle x € € eine Konstante ¥ > 0 existiert, soda8

Z (Z Cijht (%) €k+(i—1)n§l+(j—1)n> . ||f||§ vE e R™\ {0} (2.20)

ij=1 \k,i=1

3Diese Einschrinkung ergibt sich wegen der L>°-Koeffizienten, s. [Hb96, S. 133].



14 Kapitel 2. Elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung

gilt, i.e. die sog. LEGENDRE-Bedingung® [Gi93, S. 8]. Insbesondere ist klar, daf
aus der Elliptizitdt aller L;; die Elliptizitdt von L folgt, aber nicht umgekehrt.
Das hat zur Konsequenz, dafl wir die Matrizen Cj; nicht als positiv definit vor-
aussetzen diirfen. Neben diesem erweiterten Elliptizitédtsbegriff existiert noch der
etwas abstraktere Begriff nach AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG, siehe [Hb96, Defini-
tion 12.1.2], [WRL95, S. 376ff].

Wir setzen
Vu, (z)
£ :=Vi(zr) = : e R™,
Vg (z)

Infolge der gleichméBigen Elliptizitéit gilt

(C (2) Vit (2), Vi (1)) = D D cijua () - Oyus (2) - Oy () > 0 - ||V () 3

i,j=1k,l=1

fiir fast alle x € 2. Mit der Integration iiber ein Teilgebiet G C €2 folgt

/G (O, Vi) > 0 - /G (Vi Vi), (2.21)

2.4.2 Die LAME-Gleichung

Wir kommen nun auf ein spezielles Differentialgleichungssystem, namlich das der
statischen, also zeitunabhéngigen, linearen Elastizitat zu sprechen. Die Besonderheit
hier ist, daf§ das System quadratisch, d.h. ¢ = n ist.

Wir betrachten den einfachsten Fall und setzen Linearitét bei den geometrischen
wie physikalischen Eigenschaften voraus. Weitere Vereinfachungen erzielen wir durch
die Beriicksichtigung von Materialsymmetrien, d.h. das Material weist entlang einer
oder mehrerer Achsen bzw. Ebenen identisches Verhalten auf. Bei der Isotropie ist
die Richtungsabhéngigkeit der physikalischen Eigenschaften aufgehoben, sodafl uns
zur Beschreibung des Materials die zwei Parameter

A €]0,00[ ,,LAME-Konstante } (2.22)

€ 10,00 ,Gleitmodul®, , KIRCHHOFF-Konstante*

genigen.

4Der Vollstindigkeit halber sei erwihnt, dal es auch eine LEGENDRE-HADAMARD-Bedingung
gibt:

ij=1 \k,i=1

> ( Cijkl (I)ﬁkéz) iy >0 [€l; V& € R\ {0} ¥y e R\ {0},

vgl. [Gi83, S. 76], [Mcl00, S. 119]. Die LEGENDRE-Bedingung impliziert die LEGENDRE-HADAMARD-
Bedingung vermége £ y(;—1yn = i
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Als Differentialgleichungssystem erhalten wir dann die sog. LAME- oder CAUCHY-
NAVIER-Gleichung

— A+ p) -V (div(@) —p- AT = f, (2.23)

die unter Beriicksichtigung von noch vorzugebenden Randbedingungen nach der
Verschiebung @ : 2 — R?, ¢ = n, zu losen ist.

2.4.3 Fundamentall6sungen

Liegt ein System von Differentialgleichungen vor, wird aus der Singularitédtenfunkti-
on eine Matrix, weil bei der Randelementmethode beim Testen von links und rechts
jeweils eine vektorwertige Funktion aufmultipliziert wird.

Definition 2.12 Sei Id die q X g-Einheitsmatriz. Eine Abbildung s : R™ x R" —
R?%4 heifit Singularititenmatrix® fiir den Differentialoperator L = L., falls

L3 (z,y)] =0, (z)-Id (2.24)
gilt [Hb97, S. 337]. Im Falle rotationssymmetrischer L verlangen wir zusdtzlich

§(z,y) =5(lz—yl). (2.25)
Beispiel 2.13 Fiir die dreidimensionale Elastizitit ist

A+ 3 At by
m.(s(xjy)-fd‘f‘llﬂ_()\_k?)lu). ‘x_y‘g )7

§(z,y) =
wobei s die Singularitdtenfunktion des LAPLACE-Operators ist.

Ein Existenzsatz fiir GREENsche Matrizen § : Q x Q — R9%7 ist Gegenstand
von [DM95, speziell Theorem 1].

2.4.4 Schwache Form

Die schwache Form erhalten wir wie im skalaren Fall durch Multiplikation mit einer
Testfunktion ¢ und partieller Integration bzgl. z. Sie lautet

a(a,7)=F () YieV?:=H! QR (2.26a)

mit der zu L gehorenden Bilinearform @ : V4 x VI — R,

q n
6(17, ’17) = / Z Z Cijklakuj'al'l}i (226b)
Q'

1,j=1k,l=1

5Synonyme: Fundamentallésung, Elementarlésung
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und der Linearform F : V¢ — R,
q
,ﬁﬁ::(iﬁ) ::/ F o) = L/iw’ 2.26¢
@ = (1) gy = 0 Z;J (2.26¢)

Symmetrie, Stetigkeit, positive Definitheit und V?-Koerzivitat der Bi-
linearform @ sind wie bei der mit dem skalaren Differentialoperator L assoziierten
Bilinearform a definiert. Speziell nennen wir @ V9-elliptisch, falls a stetig ist und
eine Konstante cg > 0 existiert, sodafl

a(v,v) > cg |0}, VeV
Lemma 2.14 Sei Q beschrinkt und L ein gleichmdfig elliptischer Differentialope-

rator mit L*°-Koeffizienten c;j und nur aus dem Hauptteil bestehend. Dann ist die
Bilinearform a H} (2, R?)-elliptisch.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl @ stetig und positiv definit ist; die V9-Elliptizitét
folgt dann nach Definition. Seien @, v € V9. Dann ist

‘/ Cijklakujalvi

Da 2 beschréinkt ist, existiert eine positive Konstante, sodaB |[cijri| o () beschrénks
ist und damit ist auch @ beschrankt bzw. stetig. Kommen wir zur positiven Definit-
heit. Es ist

< lleijull ooy - 10kl o) - 100ill 2 gy -

q n q
6('17, ’17) = /Q Z Z cijklﬁkvjﬁlv,- = /g; Z <5)V17, V'l_f> .

ij=1k,l=1 ij=1
Nach Voraussetzung ist L gleichméfig elliptisch, also gilt fiir alle £ € R™
q n
H
<C§7§> = Z Z Cijit (T) €t -1y €14 (G—1)n (2220) I Ell; =9 (£, €) .
ij=1k,i=1 '

Wir identifizieren daher ¢ mit V' (x) und haben
— = = - — — — — -2
a(v,v) = <CVU,VU> > [ (VU, V) =00}, .
Mit der FRIEDRICHS-Ungleichung (A.3) ist |0]7, > o' ||17||iz(Q7Rq) , also

—| 1 — —|
|U|%/q =3 (|U|%/q + |'U|%/q) >

1 1 1
-2 —12 . (12
. 80+ 5 W 2 min {350

2CQ

|~

Somit haben wir gezeigt, dal @ positiv definit ist,
9 1 1
@00 2 ce i} cpi= Juin{g ol b

und insgesamt V9-elliptisch ist. QED]
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Satz 2.15 (LAX-MILGRAM) Sei €2 beschrinkt und die Bilinearform a Ve-elliptisch
mit der Elliptizititskonstanten cg. Bezeichne L™ die Inverse des Differentialopera-

tors L. Dann besitzt die Variationsgleichung (2.26a) genau eine (schwache) Lésung
u € H (Q,RY) mit

, 1 I
‘U‘HI(QJRq) < g ‘ﬂ VfeH 1 (Q,RY).

H~1(,R4)
Weiterhin gilt
1

&
L(H-1(Q,R?),H(Q,R9)) Cg

Da @ ein Skalarprodukt ist, gentigt bereits der RiESZsche Darstellungssatz.

Beispiel 2.16 (LAME-Gleichung) Gehen wir von DIRICHLET-Nullrandbedingung-
en aus, so lautet die schwache Form von (2.23)

a(a,a):/Q(Mu)-Wﬂy<v,77>+/9u-<w,va>

fiir alle Testfunktionen v € H} (Q,R™).
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Kapitel 3

Finite-Element-Methode

Wir setzen uns mit der Methode der finiten Elemente soweit auseinander, wie das die
Fehlerabschétzungen fiir die H-Approximationen der Finite-Element-Matrizen erfor-
dern. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Darstellung der Finite-Element-Matrizen
durch kontinuierliche Operatoren. In Absatz 3.5 iiberlegen wir uns z.T. ausfiihrlich
die zur Behandlung von Differentialgleichungssystemen notwendigen Modifikationen.

Sowohl fiir skalare als auch Systeme von partiellen Differentialgleichungen ver-
wenden wir quasi-gleichméfige Triangulationen. Sei 7 eine zuléssige Triangulation
von €2, s. [Hb96, Def. 8.3.7]. Bezeichnet hy die lingste Kante eines Elementes T € 7,
so ist

h:=max{hr|T € 7} (3.1)

die langste in 7 vorkommende Kante. Diese grofite Kantenldnge h ist ein Maf} fiir
die Feinheit der Triangulation und direkt proportional zur Anzahl der Gitterpunkte,
weshalb wir auch von Schritt- oder Maschenweite sprechen. Bezeichne p, den
Innkreisradius von T € 7,

Definition 3.1 Sei h > 0 und {74} eine Familie zuldssiger Triangulationen. Falls
das Verhdltnis Z—; fiir alle T aus {T,} durch dieselbe, also eine von T unabhdngige

Konstante beschrankt ist, nennen wir {T,} — und damit 7, — quasi-uniform
[Br97, S. 108], [Hb96, S. 170].
Falls die stdrkere Bedingung

h

min { pp| T € 71}

< const
erfillt ist, sprechen wir von einer uniformen Triangulation.

Eine uniforme Triangulation mit A~ — 0 nennen wir regulér [Hb96, S. 170]. Ge-
legentlich werden aber auch uniforme Triangulationen als regulér bezeichnet [Br97,
S. 5]

Aus Griinden der Wahrung der Ubersichtlichkeit verwenden wir ausschlieBlich
lineare Ansatzfunktionen, was aber keine allzugrofie Einschrankung darstellen sollte.

19
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3.1 Ritz-Galerkin-Verfahren

Die zu losende elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung (2.1) mit DIRICH-
LET-Nullrandwerten (2.2) wird in die Variationsgleichung (2.16a) tiberfiithrt und mit
dieser die Variationsaufgabe

finde u € V := H} (Q), sodaB a (u,v) = F (v) Yo eV (3.2)

formuliert. Beim RITZ-GALERKIN-Verfahren ersetzen wir den unendlichdimensiona-
len Raum V durch

Vh = span{goZHE]}CV, I:= {17’-’7N}7 ||||Vh:H||V
und formulieren als neue Aufgabe
finde uy, € Vj,, sodaB a (up,v,) = F (vy) Yo, € Vi, (3.3)

Das ist erlaubt, weil a und F wegen V}, C V auch auf V}, definiert sind. Wir nennen
die Funktion u; die Ritz-Galerkin-Losung von (3.2) auf V. Die Existenz und
Eindeutigkeit von u;, gewéahrleistet der Satz von LAX-MILGRAM.

-----

und stetige Abbildung

N
J:RYN —V,, 1 Jo=w, = Zmi%‘- (3.4)

i=1

Die Abbildung J selbst ist isomorph [Hb96, Bem. 8.1.1], weshalb wir sie fortan
Koeffizientenisomorphismus nennen. Sie kann als Zeilenvektor ( O1 e PN )
dargestellt werden und besitzt die Umkehrung J=* : V;, — RY. Weitere wichtige
Eigenschaften tragen wir im Lemma 3.2 zusammen.

Setzen wir in (3.3) fiir v, nun ¢, ein, ist a (un, ;) = F (p;). Umgekehrt folgt fiir
v, = Jo

a (un,vn) = F (vn) = a (up, Jo) = F (Jo) = > v (a(un, ;) — F (p,)) = > _0;-0 =0.

i=1 =1
Damit lautet unser neues, zu (3.3) dquivalentes Problem
finde uy, € Vj,, sodaBl a (up, ¢;) = F (¢;) Viel. (3.5)

In der Konsequenz aus (3.5) suchen wir einen Koefizientenvektor u = (u;)
RN mit Ju = uy, d.h. a(u, ;) = a(Ju, ;) = S

j=1,..,
u;a (goj, goi). Setzen wir also

j=1
lij=a (gpj, gpi) , Ly = (l,-]-)Z.J.:1 ..... N »oteifigkeitsmatrix®
mgj = (gpi,gpj)Lz(Q), M = (777@-)[.7].:1 ..... ~  »Massenmatrix® (3.6)

F,:=F(p,), Fy = (F)i-. .~  »Lastvektor*
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so sind (3.5) bzw. (3.3) dquivalent zur Losung des linearen Gleichungssystems
Lhu = F h- (37)

Zwischen Lj und a(.,.) zum einen und Fj und F'(.) zum anderen besteht der Zu-
sammenhang

alup,vn) = a(Ju,Jo) Zujz”n (Lpu, v), (3.8a)

i,j=1

F(v) = ZUF ©;) = (Fy,0). (3.8b)

3.2 Der adjungierte Koeffizientenisomorphismus

Dem GELFAND-Dreier entspricht im Endlichdimensionalen

Vh = Uh = V}; = spa'n{(pla "'>S0N}?

jedoch triagt jeder dieser Rédume eine andere Norm, nédmlich die des Originals. Wir
miissen beachten, daf§ die Dualnorm H||V]; zwar auf V' definiert ist [Hb96, S. 148],

| (U/jj)U

15[l

Il = sup { T\ 0},

aber nur auf V; eine Norm darstellt, weil nicht nur der 0 € V' der Wert 0 € R
zugeordnet wird:

VU/GV}ZCV/:(/N)U—0:>||U||V/—O

Wir hatten urspriinglich J : RY — V}, definiert; wegen der Inklusion V}, C V =
H} (Q) kénnen wir aber auch

J:RY — H}(Q) (3.9)

auslegen. Zwar ist J dann kein Isomorphismus mehr, aber diese Auffassung erlaubt
die zu J adjungierte Abbildung

J o H Q) —RY, (J'u,w) = (. JY0) ;1 (0w 13 ) Vio € RY (3.10)

nicht nur fiir Funktionen aus dem Ansatzraum Vj, = V}/, sondern fiir alle Funktionale
aus H~1(Q) wie z.B. LJ zu erkliiren, vgl. Lemma 3.3.

Lemma 3.2 (Eigenschaften von J und J*) Seien J und J* die in (5.4) und
(3.10) definierten Abbildungen.
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(a) ker (J*) = {u € H(Q)

Ju=0eRN} =Vt
(b) J* .V, = Vi, — R st isomorph (aber J*|V}/ # J7t, weil J* von der Wahl
des Skalarproduktes abhdngt, nicht so aber J=!).

(¢) Die Komposition J*J : RN — R ist eine invertierbare N x N-Matriz.

Beweis: siehe [Hb96, S. 149). QED

Aussagen iiber die Beschrénktheit von J hidngen von der Triangulation ab, vgl.
Satz 3.4.

3.3 Koeffizientenisomorphismus und FE-Matrizen

Lemma 3.3 (FE-Matrizen) Sei L der elliptische Differentialoperator aus (2.3)
und J der Koeffizientenisomorphismus gemdff (3.4) und (3.9) mit seiner Adjun-
gierten J*. Dann gilt fir die R1TZ-GALERKIN-Diskretisierung von L, also fiir die
Steifigkeitsmatriz,
L, =JLJ, (3.11)
und fiir die Inverse der FE-Matriz
(Lp) ™' = (J°LJ)~". (3.12)

Von dieser unterscheidet sich die R1TZ-GALERKIN-Diskretisierung des inversen Dif-
ferentialoperators

(L‘l)h = J* L7 (3.13)
Die Massenmatriz erhalten wir zu
M=J"J (3.14)
und den Lastvektor zu
F,=Jf. (3.15)

Beweis: Wir beginnen mit der Steifigkeitsmatrix.

a (up,vp) = (LJu, J0)12q) = (J*LJu,v) (?) L,=JLJ

Die Aussage fiir die Inverse der FE-Matrix erhalten wir schlichtweg durch Inversi-
on und die fiir den inversen Differentialoperator durch Einsetzen von L~! statt L.
Kommen wir zur Massenmatrix. Seien vy, w, € V}, beliebig. Dann existieren genau
zwei Vektoren v, 1o € RV, sodaB v, = Jo, w, = Jw und

(Uhawh)LZ(Q) = /Uh'wh:/ZUk<Pk Zml%
9) Q

k=1

N
= Z Ukml/%%
Q

k=1
= (Mv, o).
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Andererseits ist fiir alle vy, wy, € V},
(Uhvwh)LQ(Q (JU Jm)L2 <J*JU,m> )

also folgt M = J*J. Schlie8lich bleibt die F ormel fiir den Lastvektor zu zeigen. Fiir
alle v, €V}, existiert ein Vektor v € RY mit v, = Jv, sodaB

N
(Fh,0) = ZF(%c) b = F (vn) = (f,0n) 12(0) = (f, J0) 120y = (J7 [, 0),
k=1
also folgt mit (3.8b) die Behauptung. QED]
Fiir die ndchste Aussage bendtigen wir das sog. skalierte Skalarprodukt

N
<F7 U>h = hn ' szgz = hn : <F, U> ) L U € RN? (316)

i=1

mit der zugehorigen skalierten euklidischen Norm

lell, = /(e x), = VI el (3.17)

Die Multiplikation mit v/ h™ entspricht der Integration iiber €2 und erlaubt damit
den (einfacheren) Vergleich mit der L?-Norm. Diskretisieren wir nimlich € mit N

Elementen, deren Durchmesser zu h proportional ist, so ist deren Volumen zu h"
proportional, d.h. vol () ~ N - h"™. Also folgt

1 1
i (P Bl = 5 (B Fo) ~ s | @) e = 2 (1 P

ol

d.h. bis auf einen konstanten Faktor gilt (Fy, Fh), = (f, f)p2@q)- Die zugehorige
Matrixnorm ist die Spektralnorm.

Satz 3.4 Fiir eine quasi-gleichmdfige Triangulation und lineare Ansatzfunktionen
ezistiert eine von der Maschen-/Schrittweite h bzw. der Anzahl N der Freiheitsgrade
unabhdingige Konstante c; > 0 mit

1
p [xll), < HJPHB(Q) <csliel, vreRY.

Beweis: Siehe [Hb96, Satz 8.8.1]. QED

Die Konstante c; ist also eine obere Schranke fiir || J|| ;@n 12(q))- Fiir normale

Matrizen B, d.h. B'B = BB', gilt p(B) = || B||,; insbesondere sind symmetrisch-
positiv-definite Matrizen normal, sodafl

b = p (M) = [M]ly = 17Ty = 1 sy oy <
folgt. Mit pi,,;,, = [[M 1|5 " erhalten wir die Ungleichungskette

vV Hmin HxHh S HJxHLQ(Q) S \/:u’max ||xHh VX € RN'

Die Kondition der Massenmatrix schidtzen wir unabhéngig von ihrer Dimension,

cond (M) = | M|, - || M|, = j‘%
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3.4 Fehler- und Konvergenzanalyse

Eine Projektion ist eine lineare Abbildung () von einem linearen Raum V' in einen
Teilraum Vg desselbigen, d.h. Qu = v fiir alle v € Vg bzw. Q? = Q. Die Projektion
heifit (bzgl. des V-Skalarproduktes) orthogonal (auf Vg), falls (v — Qu,w),, = 0 fiir
alle v € V und w € Vi. Das bedeutet, dal ) selbstadjungiert, also Q) = Q* ist.

Lemma 3.5 Sei J die Abbildung gemaf$ (3.4) bzw. (3.9). Dann definiert
Qn:=J (TN T

eine (.,.) 2-orthogonale Projektion von L* () auf den Ansatzraum Vi,. Aufgefafit als
Abbildung von V' nach V ist Q) stetig.

Beweis: Dafl (), eine orthogonale Projektion und somit stetig ist, ist klar.  [QED]

Wenden wir @), auf die rechte Seite f der Differentialgleichung an, erhalten wir
eine Funktion f, im Ansatzraum V},. Andererseits gilt offensichtlich J* = J*@Q},. Das
bedeutet fiir die rechte Seite des linearen Gleichungssystems (3.7)

Fn, = Jf=J0nf =J fr,

Lemma 3.3

d.h. @y, projiziert f auf eine Funktion f, € V}, die fiir das lineare Gleichungssystem
denselben Effekt hat wie f.

Die Funktion Qju ist die Bestapproximation von u im Ansatzraum Vj. Damit
betrigt der Fehler in der L* (€2)-Norm, den wir bei der Ersetzung von V durch V},
begehen, mindestens

Ju— Qhu||L2(Q) : (3.18)
Die RiT1z-Projektion R, : V — V), ist definiert durch
Ryu € Vi und a(u — Rpu,vp) =0 Yo, €V, Yu eV

und somit eine bzgl. a(.,.) orthogonale Projektion auf den Ansatzraum V.

Lemma 3.6 Sei J der Koeffizientenisomorphismus, u die schwache Lisung und Ly,
die Steifigkeitsmatriz. Dann gelten

Rhu =  Up,
R, = J(Ly) 'J'L,

d.h. Ry, bildet die schwache Lisung der Variationsaufgabe (3.2) ab auf die Lisung
von (8.3), die sog. RITzZ-GALERKIN-LOsung.

Beweis: Siehe [Hb96, S. 155]. QED)
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Den sog. FE- oder Diskretisierungsfehler
[l = Ruull = lu — unl] (3.19)
kénnen /diirfen wir sowohl in der L2- als auch in der H*-Norm messen. Wir entschei-

den uns fiir die L2-Norm, weil diese fiir die Abschiitzung des H-Approximationsfehlers
die geeignete Wahl darstellt. AuBerdem gilt in der L?-Norm

||u - Qhu||L2(Q) S ||u - RhuHLZ(Q) . (320)
Das CEA-Lemma [BS02, Abs. 2.8] liefert

c .
=l oy < /> i [ = a1
Cg v EVh

(diese Aussage gilt auch fiir die zugeordnete H'-Seminorm). Nun wissen wir zwar,

daB uj, gegen u konvergiert, aber nicht mit welcher Geschwindigkeit. Bei einer quasi-
uniformen Triangulation mit linearen finiten Elementen gilt

Ul}nel‘l}h [ = vnll gy < €1 B - Julgrvaq)

fir @« € [0,1] und w € VNH™ (Q), d.h. wir nehmen H'"*-Regularitit der Losung u
an, die z.B. von [Hb96, Satz 9.1.16] gewéhrleistet wird. Sie bedingt per definitionem

‘U‘H1+Q(Q) < ey ||fHHa*1(Q)
[Br97, S. 83]. In der Folge haben wir

e — uhHHl(Q) <cg-h”- HfHH@*l(Q) Yu eV nHT (Q).

Die linke Seite wollen wir auf nichttriviale Weise nach unten durch [[u — up|[ ;2 (g
abschétzen. Das gelingt mit Hilfe des N1TSCHE-Tricks, der zu

1
o [ = unl o) < [t = unll g1 (o)

fithrt. Offensichtlich gelten

Ju— uh||L2(Q) < flu— uhHHl*a(Q) und ||f||HQ*1(Q) < ||f||L2(Q)

und wir erhalten insgesamt

= w0y < crmar- B2 [f oy € [0,1]. (321)
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3.5 Finite-Element-Methode bei Systemen von
Differentialgleichungen

3.5.1 Ansatz- und Testriume

Wir legen nach wie vor N innere Gitterpunkte zugrunde, sodafl wir wegen der g-
Dimensionalitdt des Differentialgleichungssystems zum k-ten Gitterpunkt die Frei-
heitsgrade

(k—1)q+1,..(k—=1)qg+qg=kq, k=1,..,N,

bekommen (knotenorientierte Diskretisierung, siehe Absatz 3.5.2). Nun brauchen
wir fiir jeden Freiheitsgrad s € {1, ...,qN} eine Ansatzfunktion

7 : 2 — RY

die wir aus den bereits bekannten, mit dem k-ten Gitterpunkt assoziierten Ansatz-
funktionen ¢, und den kanonischen Einheitsvektoren e; € RY, i =1, ..., ¢, konstru-
ieren. Fiir s = (k — 1) ¢ + ¢ setzen wir

Den Test- und Losungsraum V7 := H} (Q, RY) approximieren wir durch den Ansatz-
raum

v}? = <ﬁ17 "'7ﬁqN> = span {301617 <y P1€g) P2C1y s P2lyq; - PNEL, -ony SONeq} :

Dann ist zur schwachen Formulierung (2.26a) dquivalent
@ (tn, U) = F (%) Uy € V}!

und das wiederum ist gleichbedeutend mit

—

finde ), € V}!, sodaB @ (4, 7j,) = F (7,) Vi, € V}.. (3.22)

Das sind gN-viele Gleichungen und exakt dieselben Gleichungen wie spéter im li-
nearen Gleichungssystem.

3.5.2 Gleichungs- und knotenorientierte Diskretisierung

Bei der Konstruktion des Koeffizientenisomorphismus haben wir zwei Moglichkeiten:
entweder diskretisieren wir die ¢ Differentialgleichungen des Systems Gleichung fiir
Gleichung, d.h. wir miissen jeden Freiheitsgrad g-mal anfassen, oder knotenweise,
d.h. wir fassen jeden Freiheitsgrad nur einmal an und behandeln alle ¢ Gleichungen.
Den resultierenden Koeflizientenisomorphismus bezeichnen wir im ersten Fall mit
Je (G fiir gleichungsweise) und im zweiten Fall mit J (K fiir knotenweise) bzw. J
(weil diese Vorgehensweise unser Standard sein wird).
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Abbildung 3.1: Verteilung der Informationen zu einem Knoten bei gleichungs-
orientierter (links) und knotenorientierter Diskretisierung (rechts). Aus dieser
Skizze wird deutlich, warum wir eine knotenorientierte Assemblierung verfolgen
(die Programmschleife 1duft natiirlich iber die Elemente und nicht die Knoten).

Jede Vorgehensweise erzeugt unterschiedliche Matrixstrukturen und H-Baume.
Bei der knotenorientierten Vorgehensweise finden sich die Informationen zum k-ten
Gitterpunkt in den Zeilen (k — 1)q+ 1 bis kq, k =1, ..., N, also in ¢ aufeinanderfol-
genden Zeilen, wiahrend die gleichungsweise Diskretisierung die Informationen iiber
die ganze Matrix verteilt und in die Zeilen k + (i — 1)N, i = 1, ..., q, schreibt, siehe
Abb. 3.1. Die Matrizen unterscheiden sich also nur durch Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen und sind durch Multiplikation mit Permutationsmatrizen ineinander
iiberfithrbar.

Obschon diese Wahl bzgl. der spéteren Verwendung die ungiinstige von beiden
ist, gehen wir kurz auf j(; ein, um die Eigenwerte der Massenmatrix leichter ein-
zusehen. Wenn wir gleichungsweise vorgehen, konnen wir auf den bereits aus (3.4)
bekannten Koeffizientenisomorphismus J zuriickgreifen. Bezeichnet e; den i-ten Ein-
heitsvektor, definieren wir

q N

jg:RqN%V}f, j(;:diag(J,...,J), Bszm(i_l)N+k~<ﬁk~€i.

i=1 k=1
Der Vektor 1o € R? besteht aus den q Komponenten 1, € RY, die sich ihrerseits
aus den N Komponenten tv; , = w(_1n+r € R zusammensetzen.

Die Massenmatrix ]\_/i ¢ erhalten wir hierbei wieder durch die Hintereinander-
ausfithrung von Jg und der Adjungierten

-

Jit (Hy' ()" — RV,
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. — . . . . . — —>
Seien @), Wy, € V,? beliebig. Dann existieren genau zwei Vektoren 6, to € R¥, sodaf
— T o — 7 —
Uy = J(;U, wp = Jgm und

(U, wh)L%Q,RQ) = Z ((ﬁh)z ) (wh)i)Lz(Q)
i=1

q N N
= Z/ Z OG- 1) N+£Pk Z W (i—1)N+k Pk
i=1 72 g=1 k=1
q

N
= Z Z U(i_l)N+km(i—1)N+l/<ﬂk¢z
Q

i=1 k,l=1

mit der Blockdiagonalmatrix M ¢ = diag (M, ..., M) € RIN*4N  Andererseits ist

- — =2 5 P — = =, —
(Th, Wh) p2me) = <JG07 Gm>L2(Q o <J5JG07 1‘0> )

also gilt auch hier wieder
- = —
Jada = Mg.

Die durch fG induzierten und anhand von ]\7 ¢ Hustrierten Matrixstrukturen
sind fiir die geometriebasierte Clusterungs-Strategie der H-Matrizen nachteilhaft,
insbesondere miiiten wir alle Aussagen iiber die Arithmetik von H-Matrizen neu
untersuchen und beweisen. Deshalb verwenden wir iiberwiegend die knotenbasierte
Vorgehensweise. Hier werden, wie bereits ausfiihrlich dargelegt, alle Informationen
einen bestimmten Knoten betreffend in ¢ aufeinanderfolgenden Zeilen codiert, d.h.
wir halten k € {1,..., N} fest und lassen i € {1, ..., ¢} laufen:

i, = diag (py;, ..., @k)qxq :R?T — V)T, (m(i—l)N-i-k)i:L___g A Zm(i—l)N-i-kei-
i=1
Als Gesamtabbildung erhalten wir
g N
J = ( Ji oo Iy )quN ‘RN — Vi i Zusns ZZuk Dg+iPrEi-
s=1

i=1 k=1

Vergleichen wir den Aufbau von J mit Je, folgt die Existenz von Permutationsma-
trizen P € {0,1}"*N mit P~1 = PT und

J=JsP bzw. Jg=JP'. (3.23)
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Zwischen der zu J adjungierten Abbildung J* : V) = VI — R und J_é*;
besteht der Zusammenhang

T = (fGP)* — P, Jh= (fPT)* — PJ*. (3.24)

Um z.B. die Steifigkeitsmatrix als Komposition von Operatoren schreiben zu kénnen,
miissen wir den Wertebereich von J erweitern. Interpretieren wir

J:R™Y — H'(Q,RY),
SO ist

J H! (Q,R?) — R, <j*ﬁ,6>> = (ﬁ, jﬁ)

Lemma 3.7 (Eigenschaften von J und J*) Seien y,,,, und p,,,, keinster und
grofiter Eigenwert von M. Dann gelten:

(a) Der kleinste und grifite Figenwert von M st Lopim, DZW. [y

(b) Die Abbildung J ist beschrinkt, genauer

v Homiin, ‘}E)Hh S Hm ) S Vlu’mam HQHh vg < RqN’

L2(Q,RY

(c) Die bei der Finiten-Element-Methode auftretenden Matrizen besitzen die Ope-

ratordarstellung
L, = JLJ (Steifigkeitsmatriz),
(E‘1> — J*L7'J  (RiTz-GALERKIN-Diskretisierung von L"),
J - -
M J*J (Massenmatriz),
F, J* f (Lastvektor).

Beweis: Wir beginnen mit (c). Aus (3.24) folgt
Y 7T P TpT
Mg = Jods=PJJPT.

Multiplizieren wir von links und rechts mit P~' = P' und P, erhalten wir die
gewiinschte Darstellung

— — - =
M=P"MsP = J"J.

Bezeichnet L;, = (Urs) g,
s:=(l—1)q+ j gerade

o die Steifigkeitsmatrix, so ist fiir 7 := (k — 1) ¢ +4 und

lrs = 6(S0k6i7 Splej) .
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Zu allen i, 7 € V! existieren Koeffizientenvektoren if, o € R, sodaf
Q(idn, ) = @ (Jﬁ, JE)

q
= Z Z U(k—1)g+i * O(1-1)g+j ° l(k—l)q+i,(l—1)q+j

ij=1k,l=1
= (Li.5)
gilt. Andererseits ist nach Definition von J*

< J*LJi, o *> = (Efﬁ, fa) = G (i, ),

L2(Q,R9)

- = -

also folgt L, = J*L.J. Fiir den Lastvektor Fj, = (Fy) o1, o &ilt

(f TIS) L2(Q,R9) s :(kfl)q—l—i <f7 Sokel) L2(,R9) = (f27 (pk>L2(Q) .

Sei nun @, € V}! beliebig. Dann existiert ein Koeffizientenvektor o € R™ mit o, = Jo

und
qN qN
_:_) = US _:_' = U5F5:<ﬁ,6>
(f Uh)LQ(Q,Rq) SZ:; (f 778) L2(Q,R9) ; 4

F, = (.7%) = (J'1.%).
(f Uh> L2(Q,R9) <f L2(Q,R7) f

»

sowie

was ﬁh = f*fzeigt.
Kommen wir zu (a). Wir haben eben M=PM &P = J*J bewiesen, die beiden

— —
Matrizen M und M ¢ sind also dhnlich und besitzen dieselben Eigenwerte, insbeson-
dere ist u,,,, der kleinste und p,,,, der grofite Eigenwert.

Verbleibt (b) zu zeigen. Fiir w € RV gilt

78]y = (75 7%)
L2(Q,R9) L2(Q,R9)
B <E)’ _’*m>h
_ (%1%
h
S Honaz < ) E>>h
B 2
- :U’max H o }
Entsprechend erhalten wir die Abschédtzung nach unten. QED]

Eigenwerte und Kondition der Massenmatrix smd also unabhéngig von d der An-

ordnung der Freiheitsgrade. Die Eigenvektoren von M sind dlejemgen von M ¢ mul-
ﬁ

tipliziert mit P. Aber was sind die Eigenwerte und -vektoren von M und M a?! Seien
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0<p <...<puy < oo die Eigenwerte der Massenmatrix M und zy,...,zy € RY

H
die zugehorigen Eigenvektoren, so sind die p,; auch die Eigenwerte von M mit den
jeweils ¢ Eigenvektoren

(] 07 .. 0") (0T 7 0" .. 0")" .. (0" .. 0" &),

7

Mg | z; | =diag(0,...,0, Mz;,0,...,0) = diag (0, ..., 0, p,x;,0,...,0) = p; |

3.5.3 Fehler- und Konvergenzanalyse

Die in Abschnitt 3.4 definierten Projektionen erweitern wir auf Differentialglei-
chungssysteme durch Arrangierung in Blockdiagonalmatrizen.

Lemma 3.8 Sei Oy, die Projektion aus Lemma 3.5 und @ die L?-orthogonale Pro-
%
jektion von L* (Q,R?) auf V. Dann besitzt Qy, die Darstellung

Qr = diag (Q...Qu) = T (JT) T (3.25)

Sie bildet H™' (Q,R?) stetig ab in H' (2, R?).

Beweis: Sei @ € V4= H'(Q,R?) und ¢}, € V}!. Dann ist
. q
(u — @n, Uh) 2Ry ; (s = Qnit, Uh’i)LQ(Q) =0,

da @ —Qu@; € Vi und G € Vi Also st Qp, = diag (Qn, .., Qn) die bzgl. () 20z
orthogonale Projektion auf V;’. Wir miissen uns noch ihrer Darstellung durch den
Koeffizientenisomorphismus widmen. Nach Lemma 3.5 ist Q, = JM ~1J*, also
—
Qn = diag (JM'J*, ., JM~'J")
- — -
= JoM'J;,
- — -1 -
= (7PT) (PMPT)  (PJ)
— JPTPM'PTPJ
— -
= JM'J

SchlieBlich folgern wir Q;, € £ (H71(Q,RY), H' (2, R?)) aus der Linearitit und Ste-
tigkeit von Q. QED]
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Wie nicht anders zu erwarten, zeigt (3.25), dafl @ unabhéngig von der Vorge-
hensweise ist, ob ‘ﬂ}" also gleichungs- oder knotenweise diskretisieren. Somit ist wie
im skalaren Fall Q,@ die Bestapproximation von @ tiber V}’, d.h. einen kleineren
Fehler als

— —

U — Qpu

2
L2(Q,R9) (3.26)

kénnen wir bei der Ersetzung von V9 durch V;! gar nicht begehen.
Die definierende Gleichung fiir die RiTz-Projektion
Ry : V' = Hy (Q,R?) — V!
ist
H
a(7-Fa,5) =0 Vi € V) VeV,

Offensichtlich projiziert ﬁh bzgl. @(.,.) orthogonal auf den Ansatzraum V;’.

Lemma 3.9 Die RiTZ-Projektion E) bildet die Losung u der Variationsgleichung
(2.26a) ab auf die RITZ-GALERKIN-Ldsung iy, d.h.
E)L’l_[ = Up.
Sie ist beschrdankt und besitzt die Darstellung
- — -1 - =
Ry, = diag (Rp, ..., Ry) = J <Lh> JL. (3.27)

Beweis: Sei ), die R1Tz-GALERKIN-Losung. Dann gilt fiir alle v, € V!

—

0 = F (@) —al(in )

= (.fa (% - (LUh, Uh)
H-1(Q,R?)x H1(Q,RY) H-1(QR?)x H(Q,R?)

—

f H-1(Q,R9)x H(Q,R7)
_ (E (@ — @) ,ah)

= a(u— up, V),

I
/N

Ly, Uh>
H-1(Q,R?)x H1(Q,R?)

— —
also folgt nach Definition i, = R,u. Um die Operatordarstellung von R, zu gewin-
nen, iiberlegen wir uns zunéchst, dafl

—

@@, m) = (L)
H-1(Q,R7)x H(Q,R7)
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fir alle 4, € V}! gelten. Bilden wir dann die Differenz, ist

0 = a(ﬁh, 17h) —F (Uh)
- (Lwi-J'Li5)
h
— N — -1 - — =
= <Lh' (u - (Lh) *Lﬁ) ,u>
h
— =g -1 g g —
_ <u _ (Lh> JLit, Ly n>
Lu=(Ln)" h
- - -1 - = = =,
= (J (ﬁ— (L) *Lﬁ) ,LJU) .
Ly=(J*L7J) HL(9,R9)x H—1(Q,R9)
=, — —> .
Wegen Ju = 1y, = Ryu, = Rypu erhalten wir
— = = -1 = = g
0= ( i —J (Lh> JL, Lﬁh) Vo, € VY,
HY(Q,R?)x H-1(Q,R?)
was (3.27) beweist. QED)
Wir definieren als FE- oder Diskretisierungsfehler
H
=B, o = 17 Bl (3.28)

Natiirlich kénnen wir den Fehler auch in der H'-Norm messen, doch ist die L2-Norm
%
unserer Sache dienlicher. Da bereits ), die optimale Approximation liefert, ist

i
7= @i, g ey <1 = 050 (3.29)

L2(Q,Re

FE-Konvergenz

Fiir die Bestimmung der Konvergenzgeschwindigkeit miissen wir den FE-Fehler in
der L?-Norm durch einen Ausdruck abschiitzen, der eine moglichst hohe Potenz der
Schrittweite h beinhaltet.

Unter Verwendung von Ve-Elliptizitit und Stetigkeit der Bilinearform a (., .)
konnen wir die Giiltigkeit des CEA-Lemmas

- = C . — —
[ — uhHHl(QRq) < \/ — - min (e UhHHl(QRq)
’ CE eV ’

fiir den Systemfall beweisen [Ba02, S. 282]. Alle weiteren Abschétzungen verlaufen
analog zu Absatz 3.4 (vgl. auch [Ba02, S. 286ff]).

Lemma 3.10 (Konvergenzrate) Sei @ die schwache Lisung der Variationsglei-
chung (2.26a) und H' *-regulir, d.h. @ € Hj (Q,R?) N HT*(Q,R?), a € [0,1].
Dann st bei einer quasi-uniformen Triangulation mit linearen finiten FElementen
die Konvergenz des Verfahrens von der Ordnung 2c, d.h.

f

1@ — @nll o (mey < CPEM - PP -
(Q,R9)

L2(Q,R9)
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3.5.4 FE-Formulierung der LAME-Gleichung

Aus (3.22) ergibt sich fiir uns die Suche eines Koeffizientenvektors i € R?, sodafl

Wegen der Linearitéit der Bilinearform folgt

—

qN
(iin, 1) = 3w (s 71.) = F (), s =10,
r=1 ’

und wir konnen i durch Losen des Gleichungssystems Lyt = F, berechnen.

Seien 4,5 € {1,..., N} und k,l € {1,..., ¢}. Dann existiert zu jedem Paar (r,s) €
{1,...,qN}* genau ein Paar (4, j) und genau ein Paar (k,1), sodaB

r=@G—-1)g+k s=(G—-1)q+l

gilt.

Die Steifigkeitsmatrix erhalten wir per

Eh = (l7"5>r,s:1 qN > ZTS = a(ﬁr? ﬁs) :

.....

Mit dem KRONECKER-Delta ¢y, folgt
Q) = O [(F0) (V) [ (97,97
= (A+p) /Q div 7, div 7j, + ,u/Q <V (piex),V ((pjez)>
= () [ divigen) div () a0 [ (9600.9 (¢,)) 3

= A+ /Q Onpicr - Qupje + o /Q (V(£),V (9)) 0



Kapitel 4

H-Matrizen

In diesem Kapitel tragen wir nicht nur spater benttigte Aussagen zusammen, son-
dern gewéhren auch einen kleinen abrundenden Einblick in das Konzept der H-
Matrizen. Wer gewillt ist, sich tiefgehend mit dieser Thematik auseinanderzusetzen,
sei auf die lehrbuchméBige Einfithrung [BGHO02| verwiesen, in der auch die Anwen-
dungen nicht zu kurz kommen. Eine sehr schone und ausfiihrliche Darstellung der
Arithmetik bietet [Gr01]; eine komprimierte Fassung dieser Arbeit ist [GH02]. Da-
neben wollen wir die beiden Originalarbeiten [Hb98] und [HK99] nicht vergessen.

4.1 Idee

Interpretieren wir die Steifigkeitsmatrix als Verkniipfungstabelle, so bedeutet ein
Nichtnulleintrag an der Stelle (i,7), dal die beiden Freiheitsgrade i und j bzw.
die assoziierten Gitterpunkte miteinander kommunizieren. Dieser Informationsaus-
tausch ist offenbar umso intensiver, je néiher sich die Gitterpunkte sind.

Eine intelligente Informationsreduktion besteht gewify nicht aus dem Wegwerfen
von Eintriagen, die gleich der Null oder ihr sehr nahe sind. Vielmehr miissen wir uns
iiberlegen, wo sich Reduktion lohnt — bei einer diinnbesetzten Matrix wird kaum
etwas zu gewinnen sein, aber die Inverse einer diinnbesetzten Matrix ist vollbesetzt
— und wie wir reduzieren, damit die Kosten des Reduktionsalgorithmus das Ersparte
nicht einfordern.

Eines der in Frage kommenden Verfahren ist die Methode der hierarchischen
Matrizen, kurz H-Matrizen. Sie entstammt den Randelementmethoden (BEM), die
vollbesetzte Steifigkeitsmatrizen produzieren.

4.1.1 Eine Integralgleichung zur Motivation

Wir wollen Sinn und Zweck der H-Matrizen anhand eines kurzen Beispiels, wie es in
in [BGHO02] zu finden ist, motivieren. Gleichzeitig wird uns in Ergénzung zu Absatz

35
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2.2.3 verdeutlicht, warum wir lieber mit schwachen Losungen als mit Singularitdten-
oder GREENsche Funktionen arbeiten.

Zu l6sen ist die Integralgleichung

1
[ ogle sl u)dy =7 @), wepicr (4.1
0

d.h. fiir eine rechte Seite f : [0,1] — R miissen wir u (y) berechnen. Der Kern

k(z,y) = log |z —y|

ist auf [0,1]” definiert und entlang der Diagonalen x = y singulir. Wihlen wir zur
numerischen Losung einen GALERKIN-Ansatz, multiplizieren wir die Gleichung mit
einer Testfunktion v (z) und integrieren bzgl. x,

[ @ [Coste —sl-uante = [ o) 5@y

Anschlieflend ersetzen wir u, v durch eine Linearkombination von Ansatzfunktionen
aus dem Ansatzraum Vj, :== {¢y, ..., on },

=D l), v =Y v @

—eendV 0 S = ey

Zumg/ / log |z =yl -, (z)- %(y)dydfczévj/ol%(ﬂf)-f(fC)de

2,7=1

zu 1osen. Setzen wir

1 1 1
Gy = / / log |z — 41 - @5 (¢) - ¢ () dydz, F := / o; (2) - f () d.

so ist die linke Seite gleich
N
> u;Gij = (w,Go) = (Gu,v), G :=(Gyj),,_y  x
ij=1

und die rechte Seite gleich

.....

N
D 0 F = (Fo), F:=(F)._,

also insgesamt
(Gu,v) = (F,0) bzw. Gu=F

Problematisch ist dabei die Berechnung der Matrix G wegen der Kernsingularitét.
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Bemerkung 4.1 Bei genauerem Hinsehen stellen wir fest, dafi k(x,y) fern der
Singularitit in grofien Teilgebieten und nahe der Singularitit in kleinen Teilgebieten
glatt ist. Diese Erkenntnis ist fiir das Verstindnis der H-Matrizen fundamental und
findet sich in den H-Strukturen wieder.

Wir ndhern den Kern nun durch seine TAYLOR-Entwicklung

k-1 k—1

Gy =3 ZIT0Y) S g (@) b ()

V.
v=0 v=0

k-ter Ordnung, die ihrerseits, das suggeriert das Istgleichzeichen, ein entarteter
Kern und deshalb von Vorteil ist [Hb97, S. 62]. Seien

reT:=a,b C[0,1] und ye€o:=][c,d Cl0,1]

sowie b < ¢, d.h. die Intervalle 7 und ¢ sind disjunkt, und zo := 0.5 (a + b). Dann
gilt nach [BGH03, Lemma 1.3]

—k
O L e e

|20 — al

Da die geklammerte Summe grofler als Eins ist, haben wir exponentielle Konver-
genz auf [a,b]. Die Approzimation selbst wird umso schlechter, je ndher sich b und
¢ kommen. Abhilfe schaffen wir, indem wir die Bedingung b < ¢ durch die stérkere
Bedingung, die sog. (Standard-) Zulassigkeitsbedingung

@, <dist (o, )

ersetzen. In diesem Falle gilt |g — g| < 37%, d.h. solange die Zulissigkeitsbedingung
erfiillt ist, ist der Approximationsfehler unabhéngig von den Intervallen beschrénkt
und exponentiell konvergent.

Wir definieren zwei Indexteilmengen s,¢ C I :={1,..., N} und setzen

0= Usupp (p;), 7= Usupp (‘Pj) :

i€s jet

Falls 7 und o zuléssig sind, also die Zulassigkeitsbedingung erfiillen, ist g so glatt,
daB wir es durch das leichter auszuwertende g ersetzen diirfen. Das ist dquivalent
mit der Ersetzung von G,; durch

Gij = /01 /Olﬁ(x,y) - (x) - ¢, (y) dydz

k=1 .1 1
:Z/O gu(x)-soj(x)dx-/o hy (y) - @i (y) dy

sofern (7, j) in einem zuléssigen Cluster ¢ X s liegen. In den unzuléssigen, aber kleinen
Bloécken miissen wir G;; wie gewohnt berechnen.
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Statt des Zweifachintegrals haben wir jetzt zwei Einfachintegrale, weil g entartet
ist. Setzen wir noch

1
A= (), € BV A= [ () o) dy,
0
1
Bi=(B,,),, ¢ RN B ;:/0 g (2) - ¢, (x) da,

gilt éij = (ABT)M und wir diirfen den Matrixblock G|,, , durch das Produkt zweier
Rang-k-Matrizen ersetzen.

Beispiel 4.2 Fir die numerische Losung unserer Integralgleichung (4.1) verwenden
wir N = 8 stiickweise konstante Ansatzfunktionen.

(a) Zu den Indexteilmengen t = {1,2} und s = {3,4} gehdoren die Teilgebiete
T = [0, i] und o = [i, %} Wegen @, = i und dist (o,7) = 0 ist die Zulissig-
keitsbedingung unerfillt, also sind die Blocke unzulissig. Wir kéonnen diesen
Block entweder nochmals unterteilen oder wir miissen die ,exakten® Matriz-

eintrige G;; berechnen.

(b) Zu den Indexteilmengen t = {1,2} und s = {5,6} gehdren die Teilgebiete
T = [O, ﬂ und o = [%, 2] Wegen &, = i und dist (o, 7) = i ist die Zulissig-
keitsbedingung erfiillt, sodaf$ t x s zuldssig ist und wir G,; durch éij approxi-
mieren dirfen.

Im nachstehenden Bild sind die fir unzuldssig befundenen Blocke grau gefdrbt.

1 2 3 4 5 6 7 8

0o N o 0o A~ W N P

4.1.2 Zielsetzung und Vorgehensweise

Wir wollen nun die in der (Steifigkeits-) Matrix enthaltene Information so reduzie-
ren, dafl der Rechen- und Speicheraufwand abnimmt und die informationsreduzierte
Losung mit der richtigen Losung ,,verwandt® ist, der neu hinzugekommene und von
den H-Matrizen verursachte Fehler sich also in der Groflenordnung der schon vor-
handenen Fehler bewegt.
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Wir skizzieren grob die Transformation einer Matrix in eine ‘H-Matrix. Die ge-
naue Bedeutung der Begriffe lernen wir in den Folgeabsétzen kennen.

Die Umstrukturierung einer Matrix in eine H-Matrix erfolgt iiber einen H-
Produktbaum, dessen (Knoten und) Blatter Mengen von Indexpaaren sind. Mit einer
Zulissigkeitsbedingung beurteilen wir die Knoten und Blétter als unzuldssig oder
zuléssig.

Die zu zuléssigen Blattern gehérenden Matrixblocke werden als rangreduzierte
Matrizen abgespeichert und heiflen fortan Rk- Matrizen. Die unzuléssigen Bléatter er-
lauben uns nicht, in den entsprechenden Matrixblocken eine Informationsreduktion
vorzunehmen, ohne einen empfindlichen Fehler hinnehmen zu miissen. Wir miissen
sie also unverdndert, d.h. voll abspeichern und nennen sie deshalb auch wolle Ma-
trizen. Die Partitionierung einer Matrix in Rk- und volle Matrizen nennen wir H-
Matrix.

4.2 Hierarchische Strukturen

Wir haben eine Menge von Gitterpunkten, denen einen gewissen Anzahl von Frei-
heitsgraden zugeordnet ist. Die Freiheitsgrade zusammen ergeben dann die Index-
menge [ = {1, ..., N} der Matrix.

Einer Konvertierung einer Matrix in eine H-Matrix geht eine Partitionierung von
I voraus, die durch einen Baum 77 dargestellt wird. Nun wird die Matrix aber durch
Indexpaare (i,j) € I x I beschrieben, weshalb wir einen Baum 77, ; bendtigen, der
eine Partitionierung von [ x I angibt. Einen solchen gewinnen wir durch ,, Kreuzen*
von 17 mit sich selbst unter Beachtung einer Zulassigkeitsbedingung.

4.2.1 ‘H-Baume

Wir zerteilen die Indexmenge I — und damit auch die Menge der Gitterpunkte
— disjunkt in zwei Teilmengen I; und I, entweder kardinalitdtsbalanciert, d.h.
|I1] =~ |I5], oder geometrieorientiert, d.h. Fq, ~ Jq,, wobei

Q= {xy € QW |k € I}

ein sog. Cluster ist. Im zweiten Schritt teilen wir I; und I5 entsprechend auf usw.
Diese Vorgehensweise heifit bindre Raumzerlegung [Gr01, Beispiel 3.10]. Die Un-
terteilung endet im Extremfall bei einelementigen Mengen, sie kann aber bei Vorga-
be einer Mindestgrofie bereits vorher abbrechen. Dargestellt wird diese Aufteilung
durch den hierarchischen Partitionsbaum, kurz H-Baum.

Definition 4.3 (H-Baum) Sei 77 = (V, E) ein Baum mit Knotenmenge V und
Kantenmenge K. Fir einen Knoten v € V' definieren wir die Menge seiner Séhne
zu S (v):={weV|(v,w) € E}. Wir nennen T; einen H-Baum (von I), falls
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(a) I die Wurzel von Ty ist,
(b) jeder Knoten eine nichtleere Teilmenge von I ist und

(c) jeder Knoten entweder keinen Sohn hat, also ein Blatt ist, oder die disjunkte
Vereinigung seiner Séhne ist.

Notation 4.4 (Baumparameter und -strukturen) Bezeichne

e pr, die Héhe des Baumes Ty,

o Ly, die Menge der Stufennummern von T, auf denen sich Blitter befinden,
o L(Ty,1) die Menge der Bldtter von Ty, die sich auf der Stufe [ befinden,

o L(Ty) die Menge der Blatter von 17,

o LT (Ty) die Menge der zuldssigen Bldtter von Ty.

Lemma 4.5 (Eigenschaften) Sei T} ein mit bindrer Raumzerlegung kardinalitits-
balanciert aufgebauter H-Baum der Indezmenge I = {1,...,N}. Dann betrdgt die
Baumhdhe pr = O (log N) und die Aufbaukosten fiir Ty belaufen sich auf O (N log N).

Beweis: Siehe [Gr01, Lemma 3.11]. QED]

4.2.2 Zulassigkeitsbedingung

Definition 4.6 (Gebietsdurchmesser) Sei Q2 C R" ein Gebiet. Dann bezeichnen
wir als Durchmesser von ()

Do :=2-inf{p>0/Fz€R":QC B,(2)}.

Gelegentlich liest man fiir %@g den Namen CEBYSEV-Radius. Eine gingige, aber
hiervon verschiedene Definition des Durchmessers ist

diam (Q) :=sup { ||z — z||| z,y € Q}.

Korollar 4.7 In der Situation von Defintion 4.6 gilt

1
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Beweis: Wir setzen 7 := $@q. Seien x, 2 €  derart, da [lzo — 2|, = diam (2).
Wegen Q2 C B, (¢) fiir ein ¢ € R” muf} aber auch ||zy — 29|, < 2r = @q gelten.
Widmen wir uns der ersten Ungleichung;:

1 .
5@9 = ZIEI[Ian{p >0[QCB,(2)}
= irg {p>0|Vz € Q: ||z — 2|, < p}
zeR™

IA

sup {[|z — z|,| z € Q}
z€eQ)

= diam (2).

[QED]

Das Kreuzprodukt zweier H-Baume spiegelt die Struktur der H-Matrix wider.
Wie bereits angedeutet, besteht eine H-Matrix aus vollen und ranggekiirzten Un-
termatrizen. Eine Untermatrix wird ranggekiirzt, wenn die sie beschreibende Menge
von Indexpaaren zuléssig ist.

Die Zulédssigkeit iiberpriifen wir mit einer Zuléssigkeitsbedingung. Sie kann
mit einer TAYLOR-Entwicklung aus der Singularitdtenfunktion des Differentialope-
rators abgeleitet werden. Die Praxis zeigt, dafl die Standardzulissigkeitsbedin-

gung

zuldssig  fir min{9,, .} < 2ndist (o, 1)
unzuléssig sonst

b:txsclxlist{ (4.2)

mit den Clustern o := {xl € Q(h)‘ 1€ s} und 7 analog fiir alle Probleme eine zufrie-
denstellende Partitionierung erzeugt. Der Parameter n > 0 héangt vom Differential-
operator ab; die Wahl n = 2 hat sich bewéhrt (vgl. Bemerkung 4.11).

Durchmesser und Abstand zweier Cluster zu bestimmen ist keine simple Auf-
gabe. Damit wir bei der Auswertung der Zuléssigkeitsbedingung unsere Zeit und
Rechenleistung nicht vergeuden, verwenden wir die kleinstmoglichen Quader

Q (o) := {x eR"

infy, <uxz; <supy;, i = 1,...,n},

yeco yeo

die alle Gitterpunkte beinhalten. Nun kann aber der Fall @ (¢) C Q (7) eintreten,
was zu dist (Q (0),Q (7)) = 0 fithrt, obwohl vielleicht dist (o, 7) > 0 sein mag,
d.h. ein eigentlich zuléssiges Paar von Clustern wird als unzuléssig eingestuft! Da-
mit unser Verfahren an dieser Stelle nicht unnotig verfeinert und ineffizient wird,
verwenden wir im Programm als Standardzuléssigkeitsbedingung

falls Do) < Do),
dann min {@q ), Do | < 2n - dist (o,Q (1)), (4.3)
sonst min { @o(x), Do) } < 2n- dist (Q (o), 7),

mit 1 > 0. Eine ausfiihrliche Diskussion von Zuléssigkeitsbedingungen findet sich
u.a. in [Gr01, Absatz 3.2].
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4.2.3 Produkt von H-Baumen

Definition 4.8 (a) Wir nennen einen Baum Ty einen H-Produktbaum von
I x I, falls Tr«; ein H-Baum von I x I und jeder Knoten von Try; von der
Form b=t x s fiir s,t C I ist.

(b) Sei Ty ein H-Baum von I. Dann zeichnet sich das Kreuzprodukt 77 ® T;
durch

s,t €1y,

wxseT1®Tz:{ Stier, (tx s) ={t x5[5€ Sy, (s),t € Sy, (1)}

aus und ist selbst ein H-Produktbaum.

Fiir die Konvertierung einer Matrix in eine H-Matrix ist dieser Produktbaum viel
zu komplex. Wir wollen stattdessen einen Baum haben, dessen Blétter entweder alle
zuldssig sind oder eine gewisse Grofle unterschreiten [Gr01, Absatz 3.3].

Definition 4.9 (minimal zuldssiger H-Produktbaum) SeiT; der H-Baum von
1. Wir nennen einen H-Produktbaum T = T7,; minimal zulassig, falls

e seine Knoten der i-ten Stufe nur Produkte von Knoten von Ty der i-ten Stufe
sind und

e jedes Blatt b =t x s von T entweder zuldssig ist oder die Mindestblockgrofle
bmin € N unterschreitet.

Offensichtlich gilt T' # T; ® Ty im allgemeinen. Die Wahl von b,,;, hdngt von den
Hardware-FEigenschaften (Cache-Groe) des Rechners ab.

Matrizen A = (a;;) sind oftmals diinnbesetzt, d.h. sie weisen erheblich mehr
Null- als Nichtnulleintrage auf. Bezeichnet ny; die maximale Anzahl von Nichtnull-
eintrdgen, die eine Matrixzeile haben kann, also

nz = max|{j € I'la; # 0},

so ist die Anzahl der Nichtnulleintrige von A durch ny - |I| beschrankt. Etwas
Vergleichbares wollen wir fiir H-Produktbdume erreichen.

Definition 4.10 (Schwachbesetztheit von H-Produktbdumen) Sei T}, der
aus Ty erzeugte H-Produktbaum. Seien

Ciprow :=max [{s € Ty [t x s € Trxr}|,  Cpeor = max|[{t € Ty [t x s € Trur }|-
1 seTy
Wir nennen
Osp = max {Cgp,roum CSpchl}

die Schwachbesetztheitskonstante und den Baum T;«; schwachbesetzt zur
Konstanten Cj),.
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In vielen Abschiatzungen laufen Summen iiber die Anzahl von Indexpaarteilmen-
gen, die wir mit der Konstanten Cj, vereinfachen koénnen, vgl. [BGH02, Absatz
6.2] und [GHO2, Definition 2.1]. Diese Konstante ist sowohl fiir skalare wie auch
fiir Systeme von Differentialgleichungen dieselbe. In [GH02, Absatz 4] finden sich
Abschéatzungen, in der vorliegenden Arbeit fithren wir im Rahmen der numerischen
Experimente Protokoll iiber die Gréfie von Cy),.

Bemerkung 4.11 Aus der Abschdtzung von Cy, in [GHO2, Lemma 4.5] folgern wir,
daf sich n in der Griflenordnung von \/n - *{L/CTP bewegt (n ist die Raumdimension
gewesen). Nun sind aber ausschliefSlich Mengen, die sich nicht beriihren oder schnei-
den, (irgendwann) zuldssig. Fir n — 0 werden die zuldssigen Mengen sehr klein,
was wir aber (aus Effizienzgrinden, vgl. Definition 4.9) nicht wollen. Wir diirfen
also annehmen, daf sich n nicht allzuweit von der Eins entfernt, und den Falln ~ 1
diskutieren. Die bereits erwdihnte Wahl n = 2 im Kontext von FE-Rechnungen ist
empirischer Natur.

4.3 Rk-Matrizen

Daf§ ein Blatt des H-Produktbaumes T zuldssig ist, bedeutet, dafl die zugehorigen
Cluster einen gewissen Mindestabstand zueinander einhalten. Deshalb diirfen wir die
im entsprechenden Matrixblock Al|,, b =1t X s, enthaltende Information reduzieren.

Unser Approximationsverfahren besteht darin, den Block A|,, der vom Maxi-
malrang min {|s|, |t|} ist, auf einen Rang k € N zu kiirzen. Dieses k konnen wir fir
alle zuldssigen Blocke einheitlich vorgeben oder von Block zu Block unterschiedlich
bestimmen (Rangadaptivitit). Wir definieren

R (k,n,m):={M e R™"|mkM < k}
als die Menge aller reellen m x n-Matrizen mit Maximalrang k. Eine Matrix A €
R (k,n, m) nennen wir Rk-Matrix.

4.3.1 Die Kiirzungsmethode

Wir kénnen eine Matrix A € R (k,n, m) darstellen als
k
A= "ab|, a; €R™ b R,
i=1

was sich giinstig auf den Speicherverbrauch auswirkt. Um eine beliebige Matrix
A € R™™ in eine Rk-Matrix zu konvertieren, wihlen wir eine gekiirzte Singuldrwert-
zerlegung. Berechnen wir von A die Singuldrwertzerlegung, so ist

A=USV" (4.4)
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fiir zwei orthogonale Matrizen U € R™*™ und V' € R™*" sowie eine Diagonalmatrix
S = diag (81, 89, .ot smm{mm}) e R™™, (4.5)
Die Singulérwerte s; sind der Grofie nach geordnet, d.h.
S1 2 82 2 ... 2 Smin{mm} = 0.

Aus (4.4) und (4.5) erhalten wir

min{m,n}

A= Z SiU; (4.6)

1=1

wobei u;, v; die Spaltenvektoren von U,V sind. Hier dringt sich die Idee auf, fiir
eine Kiirzung von A auf Rang k die letzten min{m,n} — k > 0 Singuldrwerte
wegzulassen. Diese Vorgehensweise nennen wir gekiirzte Singularwertzerlegung
(genaugenommen wird die exakte Summe (4.6) gekiirzt). Die konvertierte Matrix

k
-
ARr = g SiU;V;

i=1

stellt zugleich die Bestapproximation von A in R (k,n, m) dar, denn nach [Gr01,
Satz 2.10] gilt

||A - ARk||2 = Sk+1-

4.3.2 Arithmetik

Bei der Arithmetik von Rk-Matrizen unterscheiden wir zwischen den formatierten
und den exakten/unformatierten Operationen. Fiir die (exakte) Addition gilt

+: R (k1,n,m) X R (ko,n,m) — R (k1 + ko,n,m) .
Soll ein gegebener Rang k nicht iiberschritten werden, miissen wir eine Rangkiirzung
durchfithren, d.h. wir wenden auf die exakte Summe eine gekiirzte Singularwertzer-
legung an. Wir sprechen dann von der formatierten Addition
@ : R (k1,n,m) x R (ka,n,m) — R (k,n,m).
Da die (exakte) Multiplikation

-t R (k1,l,m) X R (ka,m,n) — R (min {ky, ka}, 1, n)

auf den kleineren Rang , kiirzt* (was man brachial, aber simpel {iber die Singulérwert-
zerlegung zeigen kann), miissen wir keine formatierte Multiplikation erklaren.
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4.3.3 Rangadaptivitat

Bei Finite-Element-Matrizen ist es geschickter, keinen fiir alle Rk-Matrizen gelten-
den Rang k vorzugeben, sondern einen von einer lokalen Approximationsgenauigkeit
€or > 0 abhéngenden Rang

k(eor) =min{k € N | ||A],., — R||, <cr VRERI(KIt,|s])} (4.7)

zu berechnen. Der Vorteil gerade bei der Invertierung der Steifigkeitsmatrix ist,
dafl die Diinnbesetztheit linger gewahrt werden kann. Rangadaptivitdt wirkt sich
— zumindest bei Verwendung der Standardzuléssigkeitsbedingung — nicht auf den
‘H-Produktbaum aus. Siehe auch Bemerkung 4.14.

4.4 ‘H-Matrizen

Die Matrixblocke, die iiber den H-Produktbaum als unzuléssig eingestuft werden,
miissen wir unverdndert belassen und als volle Matrizen abspeichern. Diese vollen
Matrizen ergeben zusammen mit den Rk-Matrizen eine H-Matrix.

Definition 4.12 (H-Matrix) Sei I = {1,..., N} eine Indexmenge und Tr.; der
aus einer Zuldssigkeitsbedingung Z gebildete H-Produktbaum zu I x I. Sei k € N.

(a) Wir nennen A € RN eine H-Matrix vom Blockrang k, falls jeder bzgl.
Z fir zuldssig befundene Matrizblock Al,, b € L (Trxr), vom Rang k ist.

(b) Die Menge aller H-Matrizen, die als H-Matrizen bzgl. T7,; und Z dar-
stellbar sind, bezeichnen wir mit

H(k, Trxr, Z) == {A € RVN|mk (A],) <k Vbe L (Tiu)}

4.4.1 ‘H-Approximation von Matrizen

Sei A € R™™ eine Matrix und durch Ay € H (k,T,Z) zu approximieren, d.h. zu
zeigen ist, dafl wir den Fehler ||A — Ay, kontrollieren kénnen. Der Nachweis der
H-Approximation kann nur fiir die FROBENIUS-Norm ||| fiir jedes Blatt separat
gefiihrt werden, vgl. [Gr01, Absatz 4.2.1]. Fiir andere Normen wie die Spektral-
norm ist der Nachweis schwieriger, weil die Bldtter dann nicht mehr voneinander
unabhéngig sind. Jedoch gilt fiir schwachbesetzte H-Baume der

Satz 4.13 (Schranken fiir die Spektralnorm) SeiT ein aus Tt und der Zulissig-
keitsbedingung Z gebildeter H-Produktbaum. Sei Ly die Menge der Stufen von T,
auf denen sich Bldtter befinden, und L (T,1) die Menge der Bldtter von T, die sich
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auf der Stufe | befinden. Sei A € H(k,T,Z).
Dann existiert eine Schwachbesetztheitskonstante Csy, sodafs

1Ally < Csp - Z max || Al

beL(T,l)
qgilt.

Beweis: Siehe [Gr01, S. 88. QED)

Die Abschitzung angewandt auf unsere Fehlermatrix A — Ay ergibt

14~ Al < Cup- 37 e 1A = A

In den unzulédssigen Blocken bzw. Blattern diirfen wir nicht approximieren und
konnen dort folglich keine Fehler produzieren. Damit miissen wir nur iiber alle
zuldssigen Blitter laufen, die in der Menge £* (T') versammelt sind, und erhalten

Y max [|[[A— Ay, = Z max 1A = Anlylly < |Lrf- max [[A = A,

beL(T\l) beL+(T beL+(T)
leLy ( (1)

Soll also ||A — Ay||, < ¢ erfiillt werden, haben wie als hinreichende Bedingung fiir
die globale Approximationseigenschaft die lokale Approximationseigenschaft

1A = Axl, < Vb e LY (T).

£
Cszn ’ ‘LT|
Sie verlangt, daf die Singulérwerte der zuléssigen Blatter beschrénkt sind bzw. rasch
abklingen. In der Tat sind im Falle der Spektralnorm die lokale und die globale
Approximationseigenschaft dquivalent.

Bemerkung 4.14 (Rangadaptivitit) Rechnen wir mit Rangadaptivitit, so ist
€k = (Cp | L)~ in (4.7) eine gute Wahl.

4.4.2 Arithmetik

Aus der Aufgabenstellung ergibt sich, dafl wir immer mit demselben H-Produktbaum
T arbeiten konnen. Ebenso ausnahmslos verwenden wir als Zuléssigkeitsbedingung
7 die Standardzuléssigkeitsbedingung, weshalb wir die arithmetischen Operationen
nur fiir 7" und Z betrachten miissen. Was unterschiedlich sein kann, ist der Blockrang
k.

Wir beginnen mit der (exakten) Addition und sehen sofort ein, dafl
+ :H (ki Tixr, Z) x H ko, Tixr, Z) — H (k1 + ko, Tixr, Z)

gilt. Weniger offensichtlich ist das Ergebnis der (exakten) Multiplikation, die einzig
fiir unsere Theorie in Kapitel 5 von Bedeutung ist. Dort beweisen wir die Existenz
einer H-Inversen der Steifigkeitsmatrix und benotigen fiir die Fehlerabschétzung eine
solche Aussage.
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Satz 4.15 (Exakte Multiplikation von H-Matrizen) Sei I = {1,...,N} eine
Indexmenge und T der bzgl. der Standardzulissigkeitsbedingung aufgebaute H-Pro-
duktbaum von I x I. Sei by, die minimale Blockgrifle, pr = O (log N) die Hdéhe
von T sowie Cy, die Schwachbesetztheitskonstante.

Dann besitzt die exakte Multiplikation

e H(khTIXIvZ> X H(k27TI><I7Z) — H(k7TI><I7Z)
den maximalen Blockrang

k= (pr+1)-Csp- max{ky, k2, byin} -

Beweis: Siehe [Gr01, Lemma 4.11] oder [GH02, Theorem 2.20]. QED)

In der Praxis verwenden wir oftmals keine exakten, sondern formatierte Opera-
tionen. Bei der formatierten Addition

@ H (k1, Trxr, Z) x H (ko Tix1, Z) — H (k, Tixr1, Z)

benutzen wir fiir zuléssige Bétter die formatierte Addition von Rk-Matrizen und fiir
unzulissige Bétter die exakte Addition. Dafl ein zuléssiger mit einem unzuléssigen
Block verrechnet werden muf}, kann in unserer Konstellation nicht auftreten.

Die formatierte Multiplikation
© :H(k1,Trxr, Z) x H (ko Tix1, Z) — H (K, Tix1, Z)

besteht aus den zwei Schritten Berechnung des exakten Produktes und Konvertie-
rung des exakten Produktes in eine H (k, T}, Z)-Matrix. In der Praxis wiederum
vermeiden wir aus Kostengriinden tunlichst die exakte Berechnung des Produktes
und verwenden moglichst viele formatierte Operationen.

4.4.3 'H-Inversion

Fiir die Invertierung einer Matrix A nehmen wir Blockgestalt an, d.h.
A Ap
A= .
( Ag1 Ag

Wenden wir nun die Block-GAuss-Elimination an, erhalten wir fiir die Inverse die
Blockdarstellung

Al — (All)_l (IOH— A5 An (All)_l) (A
S~ Ay (Ap) ™! S

1
1

Y

1)_1 ApSTt )

wobei
S = Agy — Ay (A1) " Ay
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SCHUR-Komplement genannt wird. Fiir die Invertierung von A benétigen wir also
nur die beiden Inversen von A;; und S und sonst nur Multiplikationen und Ad-
ditionen von Matrizen. Zur Berechnung von (A;;)~" und S~' nehmen wir wieder
Blockgestalt von A;; und S an usw.

Bei der Bestapproximation werden die bendtigten (Zwischen-) Ergebnisse ex-
akt berechnet und dann gekiirzt. So wollen wir das auch fiir den Beweis der H-
Approximation in Kapitel 5 handhaben. In der Praxis zeigt sich jedoch, dafi die
Verwendung formatierter Operationen zu gleichwertigen Ergebnissen bei gleichzei-
tiger Kostenersparnis fithrt [Gr01, S. 55].

Falls Aq; eine volle Matrix ist, invertieren wir mittels eines der klassischen Ver-
fahren. Falls Ay; eine H-Matrix ist, rufen wir die H-Invertierungsroutine auf und
konstruieren auf diese Weise einen rekursiven Algorithmus.

Haben wir (All)_l bestimmt, berechnen wir ausschliefilich mit formatierten Ope-
rationen die Matrix S sowie die vier Teilblocke von A~1.



Kapitel 5

Approximationseigenschaft
elliptischer Differentialoperatoren

Eine Matrix A € R™*™ nennen wir als H-Matrix darstellbar, falls in der Menge
der H-Matrizen ein Ay existiert, das die globale Approximationseigenschaft

[A—An| <e

einhélt. Dementsprechend nennen wir einen Differentialoperator darstellbar,
falls die bei seiner Diskretisierung anfallenden Matrizen als H-Matrizen darstellbar
sind.

LBt sich A durch eine H-Matrix darstellen, so gilt das auch fiir die Inverse A~1
(die Invertierung braucht ja nur innerhalb der H-Arithmetik zu erfolgen). Zu kliaren
bleibt, wie gut die Approximation ist.

Schauen wir uns die Situation bei den FE-Matrizen an. Sei L;, eine R1TzZ-GALER-
KIN-Diskretisierung (FE-Matrix) des Differentialoperators L. Wegen des beschriank-
ten Trégers der Basisfunktionen ist Lj eine diinnbesetzte Bandmatrix. Die Bander
speichern wir als volle Blockmatrizen ab, die zulassigen Blocke umfassen ausschlie3-
lich Nulleintrige!. Bezeichnet nun Ly die H-Matrixapproximation von Ly, so gilt

Ly — Ly =0,

d.h. jede FE-Matrix ist per se eine H-Matrix. Die Inverse (LH)_1 von Ly berechnen
wir mittels Algorithmus 6.2, also unter Verwendung der H-Arithmetik, sodaB (Ly) ™"
auf jeden Fall eine H-Matrix ist. Unklar ist dabei, ob wir uns durch das Kiirzen zu
grofle Fehler einhandeln, ob also die Singuldrwerte der zuléssigen Blocke nicht schnell
genug abklingen. Uns bleibt daher die schwierige Aufgabe, die Approximationsgiite

1Die Zulissigkeitsbedingung Z, die den Produktbaum 7 aufbaut, beurteilt zwei Teilgebiete o
und 7 von Q als zuléssig, wenn sie weit genug entfernt sind. Im Falle von FEM sind o und 7 die
Triger der Basis-/Testfunktionen und zuléssig, wenn sie disjunkt sind. Konsequenz: entweder ist
ein korrespondierender Matrixblock zulédssig und damit gleich 0 oder unzuléssig und voll. D.h. jede
FEM-Matrix ist Element von H (byin, T, Z), bmin kleinste BlattgroBe.

49
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Uy

(a) (b)

Abbildung 5.1: Einem zuléssigen Cluster ¢ x 7 entspricht der Matrixblock
(Lp),y,; Fir diesen sind nur die Blécke ¢ von u, und s von f, relevant. Bei
der FE-Inversen entspricht der Block ¢ x s gerade der Matrix, die dem Eingabe-
vektor (fp.i)ies die Koeflizienten der Losung (up ;)ie; zuordnet.

zu untersuchen, d.h. den Fehler
(L)~ = (L)~

abzuschétzen (zwar ist L, = Ly, aber wéhrend (Lh)_1 die ,klassische® Inverse
bezeichnet, ist (Ly)~" die mit der H-Arithmetik berechnete Inverse, also (Lj)~" #
(L3)~"). Von zentraler Bedeutung ist die Abschitzung von

I, = (75l

Wir werden uns die meiste Zeit mit ihr beschéftigen miissen.

5.1 Approximationseigenschaft fiir skalare Diffe-
rentialoperatoren

5.1.1 Beweisidee

Fiir den Beweis der Approximationseigenschaft sind die lokalen, nédmlich die auf
den zuléssigen Mengen giiltigen Integrierbarkeits- und Differenzierbarkeitsaussagen
ausschlaggebend, weil fiir einen zuldssigen Matrixblock t x s nur der Teil des Einga-
bevektors relevant ist, der zur Indexteilmenge s gehort. Man kann auch sagen, dafl
auf der rechten Seite f, des Gleichungssystems alles gleich null gesetzt wird, was
mit s nichts zu tun hat (vgl. Abb. 5.1).

Deshalb treffen wir die Annahme, daf f nur innerhalb von o, das ist das mit
s assoziierte Teilgebiet von €2, von null verschieden ist. Weiterhin habe die Abbil-
dung, die einem solchen auf o lebenden f die Einschriankung von u auf 7 zuordnet,
niedrigen Rang.
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Hat man analytische Koeffizienten und ein glattes Gebiet, kann man das aus der
inneren Regularitét folgern. Diese liefert einem Abschédtzungen der Form

< )
™) = (dist (o, 7))" L2()
Durch eine gemittelte TAYLOR-Entwicklung erhalten wir

lu

. diam (1) \"
lu—@Q u||L2(7—) < (W) HfHLQ(U)’

wobei Q™u ein Polynom m-ter Ordnung ist (erstrebenswert ist die Abschitzung

lu — QM ul gy < (ﬁ;’gﬁ%) [ fll zr-1(5y)- Durch Einsetzen der Zuléssigkeitsbedin-

gung erhalten wir sofort

luw = @™ ull oy < 0™ (11l 2o
bzw. [lu — Q™ ull g1y < 0™ || fllg-1(,), Was uns erfreut, weil Q™u ein Polynom ist,

das wir in unserer bevorzugten Polynombasis darstellen.

Bezeichnet L= : f + u den Losungsoperator und Q™L~! seine Approximati-
on, so gilt ||[L7' — Q™L™|] < n™. Da das gesamte Bild von Q™L™! im Raum der
Polynome der Ordnung m liegt, ist Q™L~! ein Operator niedrigen Ranges, der ex-
ponentiell gegen L' konvergiert, weshalb wir L=! durch Q™L™! ersetzen diirfen.
SchlieBlich ist @Q™L~! noch zu diskretisieren.

5.1.2 Innere Regularitit

Satz 5.1 (Innere Regularitét elliptischer Differentialoperatoren) Sei L wie
in (2.3) ein gleichmdfig elliptischer linearer Differentialoperator zweiter Ordnung
mit der symmetrisch-positiv-definiten Koeffizientenmatriz C = (¢;j), ¢;j € R kon-
stant, deren kleinster und grofiter Eigenwert durch Ay, und Apna fir alle x € Q ge-
geben sind. Seien o, T zwei kompakte Teilmengen von Q) (s. Abb. 5.2a) mitoNt = {}
und positivem Abstand zum Rand, d.h.

dist (o,7,1") := min{dist (1,0) ,dist (1,I")} > 0.
Sei u die schwache Losung der Differentialgleichung
Lul(z)=f(x) inQ, u=0 aufT
und L-harmonisch in Q \ o. Dabei ist o der Trager von f, d.h.

supp (f) CC o. (5.1)

Dann sind auch die m-ten partiellen Ableitungen, m € N, von u L-harmonisch in
Q\ o und es existiert eine Konstante ¢, > 0, sodafs

m/2 m!
|u|Hm(7—) < Creg " Cm * K™ W : ||f||L2(O')

mit ¢y = (M), ¥ > 1 (vgl. Bemerkung 5.2).
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d

(a) (b)

Abbildung 5.2: Links die im Satz und Beweis verwendeten Groflen mit dy :=
dist (t,0) > 0 und dy := dist (7,I") > 0, rechts die Situation, wie wir sie in
Beweisschritt 1 vorfinden.

Beweisschritt 1

Wir lassen in den ersten beiden Schritten 7 auflien vor und iiberlegen uns die Ab-
schiatzung fiir zwei Biille

BRCB)\RCQ\U, A>1 (52)
supp (1) CC Bag,  1lp, =1 (5.3)
und auf Byg \ Br in etwa linear abfallend, sodaB
149
‘VTNB)\R\BR < T—i_R =const, 0<d<<l. (5.4)

gilt. Wir schreiben L als

—Zaj<zc,.j-a,-u)= Za (C-Vu); = —div(CVu) = = (V,CVu) .

Dabei bezeichnet (.,.) das euklidische Skalarprodukt, fiir das die Produktregel
(V,Vab) = (V,Va-b) = (V,Va) - b+ (Vb,Va) (5.5)

und die Regel fiir partielle Integration

/B<va, Vb :—/Ba<V,Vb)—|—/63a<17, Vb (5.6)

gelten; da C' (symmetrisch-) positiv-definit ist, gilt weiterhin
Amin (T, ) = (x, Apin) < (2, Cx) < (T, Mgz ©) = Aaz (T, ) V.
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Wegen der L-Harmonizitat von u auf Q \ o gilt

0 < A / Yl < Ain / IV (70)2 = A / (% (), ¥ (1))
Br Bir Bxr

< / Y () . C - ¥ (5u)

nu (V,CV (nu)) + n u(V,CV (nu))

part. Int. \R OBxn \_,0-/

n[(V,CVnu) + (V,CnVu) u

(V,CVn)u+ (Vu,CVn) + (Vn,CVu) +n(V,CVu) | u
————

=Lu=0

n[(V,CVn)u+2(Vn, CVu)|u
n{(V,COVn)u* + 2n(Vn,CVu)u

1
n{(V,CVn)u* — 3 (Vn?,CVu?),

AR Bir

weil in der vorletzten Zeile

n{Vn,CVu)u = nuZ&n chau Z noin) (Z%ua u)
= Z (58,-772) (Z %ci]@qu) =1 (Vn?, CVu?)
( J

ist. Néchstes Ziel ist der Umbau des zweiten Integrals zu einem Ausdruck #dhnlich
oder gleich dem ersten Integral. Mit partieller Integration dieses Skalarproduktes,

/ (Vn?,CVu®) = / (CVn, Vu®)
Bir Bxr
i YBar ;
-3/ zc”z B
i o}

Bar :0
-y /B o <Z
i AR j

= —/ 2(V,C - nVn)u?
Bir

cianajn> - u?
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erhalten wir

/ n{V,OVn)u* — = (CVn?, Vu?)
B

AR Bir

= / n{(V,OVn)u® + = / 2(V,CnVn) u?
Bir 2 Bir

= / n(V,CVn)u +/ [(Vn,CVn) +n (V,CVn)] v’
Bar

(V1) Anae V) 12

Bxr

= Ammaz / (Vn, V77>
Bir

- )\max/ |V17|2u2
wg. (5.3) Bxr\Br

2
< Mo (17_'_5) / u?
(5.4) AR—R BAr\Br

146 \? )
< _ .
< AW<AR_R) /Bu

Wir dividieren mit \,,;,, was wegen der positiven Definitheit der Koeffizientenmatrix
C erlaubt ist, und erhalten als neue Abschitzung und Ergebnis des ersten Beweis-
schrittes

2
/ IVul* < M/ w®, ke = )\mm, 0<d0<<Ll (5.7)
Br (R ()‘ - 1)) Bxr Armin

Beweisschritt 2

Wie bei Regularitdtsbeweisen iiblich, wollen wir nun eine Schachtelung mehrerer
Balle konstruieren, um (5.7) auf V"u iterativ anwenden zu kénnen. Als Skalierungs-
faktoren fiir den Radius R wéahlen wir die Glieder einer streng monoton wachsenden
Folge (\;);cn, um eine echte Schachtelung von Sphéren zu erhalten. Die Folge muf
aber auch konvergieren und ihr Grenzwert p := lim; . \;

Byr(x) CQ\o Vrer

gewéhrleisten; andernfalls kann By,g (x) N o # {} eintreten oder Teile von B,g (z)
konnen aus () herausragen. Die geforderten Eigenschaften werden z.B. von

)\z :Zk—d}, ZGN,
k=1
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erfiillt, sofern ¢ > 1. Da mit B,g (z) spéter eine Uberdeckung von 7 konstruiert
wird, muB pR — R < dist (o, 7,T") gelten. Wir definieren daher

R dist (o,7,T)

, v €T1und B; := By,g(x), (5.8)
p

was
Blngg...;Bm_H;Q\O’ Vm e N (59)

bewirkt. Die Konstanz der Koeffizienten erlaubt die L-Harmonizitat von V™u aus
der von wu zu schlieflen,

L{ogu] = =Y _ 0 (cdidpu) = =0 »_ 0; (cij0m) = 0L [u] = 0. (5.10)
2% 4,

Mit ihr, der L-Harmonizitit von Vu, ..., V™u auf Q \ o, folgt durch Iteration von
(5.7)

bk M ‘vm—luf
By B (()‘2 - )‘1) R)2 Ba
kg (1+0)" / ‘Vm_zu‘Z
(A = A2) - (A2 — A1) R2)? U By,
< ke (1+6)" ‘vm—zuf
T (s =) (A — A1) R2)? g,
<
- K2 (14 6)"" / e
T (gt = Am) s (A = M) B U,

K2 (14 6)™

2
<H;11 (Ait1 — ) Rm) lellzesn

Als Ergebnis von Beweisschritt 2 erhalten wir

kg (1+6)"

H™(By) = vauHLz(Bo) S HWil ()\i-l,-l _ )\2) Rm HUHL2(B7,L+1) :

|u

(5.11)

Beweisschritt 3

Néchstes Zwischenziel ist die Abschétzung von w in der H™-Seminorm auf 7 gegen
die L2-Norm von f auf . Sei hierzu U eine endliche (7 ist kompakt!) Uberdeckung
von 7 mittels N, vielen Billen, d.h.

N~
TCU:= UBR (x;), w; €T. (5.12)

j=1

Im Kontext des Satzes von LAX-MILGRAM gilt

||u||L2(Q) <ca- ||f||L2(Q) :
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Wegen (5.1) ist
||fHL2(Q) = ||fHL2(cr)

und zusammen mit ||ul| 25 ) < [[ul12(q) erhalten wir aus (5.11) die Abschétzung

K2 (146"

|u|Hm(B1) = |u|Hm(BR) < Hﬂil ()‘H-l )\Z) Rm 1 CQ ||f||L2(J)-

Damit gilt

2
Hm ( U)

N,
2
< ) [l
=1

N> m/2 2
e EDT il
Hi:l ()‘Z—i—l - )‘2) Rm

2
ulpmiyy < u

IN

j=1

I R T |
— T H:il ()\H—l — )\)RmCQ L2(cr )

also folgt mit (5.8), dafl

W%1+®m p
< .
H"”(T \/7 Z 1 ()\i-i-l — )\Z) dZSt (U, T, F)m

m

"G Hf||L2(o) : (5.13)

Beweisschritt 4

Wir miissen den Faktor [, m grofenordnungsméflig durch m! abschétzen:

m m m+1 ¥
H X H[ (i+1) } [H]] < cpa (M) (5.14)

=1 +1 =1

Beweisschritt 5

Die Verschmelzung von (5.13) mit (5.14) fithrt zu
1+

!
[l gy < K22 (1+6)™ /N, - Lm)m

dist (o, 7,I") o HfHLQ(J)

Wegen (5.4) diirfen wir den Grenziibergang § — 0 vollziehen, um uns des Faktors
(1+9)" zu entledigen. Wir setzen

Creg = \V/ N:CRakCa, Cm = (m!)w, P> 1, (5.15)

und erhalten das gewiinschte Resultat. QED]
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Bemerkung 5.2 Den Faktor (m!)¥, der artefaktischer Natur ist, versenken wir

in der ,Konstanten® c,,, denn mittels einer schdrferen Beweisfiihrung sollte man

cm < 1 nachweisen kénnen?.

5.1.3 Hilfsaussagen

Lemma 5.3 Seien x, z € Q C R". Sei m € N die Ableitungsordnung. Dann gilt

Wn

o fiir m > n,
/ lo — 2|" " dz < Cpp - DY Mt Cppp =
Q nw ..
om “ firm <n,
m

wobei w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel ist.

Beweis: Wir miissen fiir verschiedene Werte von m und n das Integral gesondert
untersuchen. Seien m,n € N. Wir setzen p := %QQ als den halben Durchmesser des
Gebietes @ C R"™ und wihlen einen Punkt ¢ € R™ derart, daBl Q C B, (¢). Wir

merken uns

00l (B, (Q)) = 0"+ o = (%) "

Fall m >n > 1.

_ w
/ |z —2|" " dz < / gh"dz < @3_"/ dz Z@?{
Q Q B,(¢) 2

Fall m=n > 1.

. om
/|:)3—z|m dz:/dzg/ dz = p'w, = nw, mQ.
Q Q By (¢) m=n 2mm

Fall 1 <m < n. Setze a := —(m —n) > 0.

1
/|x—z|m_"dz:/|x—z|_adz:/ =dz.
Q Q o |z — 2|

Da a=—m +n, ist a < n fir m > 1 und wir kénnen [K693, S. 226, Bsp. 2i

2S. Email-Wechsel BROKATE M.-FRIESECKE G. vom 26.11.2003, 21:12.



58 Kapitel 5. Approximationseigenschaft elliptischer Differentialoperatoren

ins Feld fiithren:
/ dz B / dz
olz—z[" olz—a|"
/ dz
< —
B,(0) 12 — 7]
B / dz
B0 |17 — (z+ Q)"
[
B,(0) |2|*

n (@Q ) nea
= wp | — .
[Ks93] N — a 2

Mit n — a = m folgt die Behauptung. QED

IA

Lemma 5.4 Seig e LP(Q) fir p € [1,00]. Sei m > 1 und

l/u—dm"~@ﬂ@.

190 Lr (@) < Emn @G 191l 1oy

bzw. in Integralschreibweise

/ 2 — 2™ 5(2)| d
Q Q

Dann gilt

P
0z < (En @) / G () d=
Q

mit der Konstanten c, aus dem vorigen Lemma.
Beweis: Siehe [BS02, Lemma 4.3.6]. QED]

Lemma 5.5 Seien m,n € N mit m > n und o € Njj. Wir vereinbaren

n
la] :== Zai und ! = Hai!.
i=1

1=1

Dann gilt

Beweis: Durch Induktion nach n.
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n=3:

> o
&1!0[2!0(3!

altaztaz=m

YooY o
n Oé1! Oég!Oég!
a1=0 az2tas=m—a;
1 zm o
sg(m——al) Z_ (e %] — Oél)'
gm
T ooml

Induktionsvoraussetzung: fiir n € N und m > n gelte

Induktionsschritt n — n + 1:

Sn+1 (m) =

1
Z Oéll'...- !

Optq-
ai,...,an4+1=0,....m

al+...tany1=m

- 1
Z Z OZ1!'...' !

(6% :
a1=0 n+1
02,...,an41=0,....,m

ag+...tant1=m—aq

1
Z 042!'...' !

Apyi1:

U |
2 o

1=

Q
o

a@z,...,an4+1=0,....,m

a2+...tant1=m—aq

Z L!sn (m — ay)

a1=0 a1
= a! (m— o)
+1\™
n™ ()
m!
(n+1)"
m)!

QED)
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5.1.4 Lokale Niedrigrangapproximation von L~!

An dieser Stelle befassen wir uns kurz mit der schwachen TAYLOR-Entwicklung; fiir
eine ausfiihrliche Darstellung siehe [BS02, Abs. 4.1].

Das TAYLOR-Polynom von u € C™~! (R") im Entwicklungspunkt 3 der Ordnung
m ist gegeben durch

1
Ty'u(e) = Y —Du(y)-(x—y)", aeN.
la|<m
Meistens liegt u in einem SOBOLEV-Raum, weshalb D®u nicht punktweise existiert.
Wir passen das eben definierte TAYLOR-Polynom diesem Umstand an, indem wir
eine Mittelung bzgl. y durchfiihren.

Definition 5.6 Habe u schwache Ableitungen der Ordnung kleiner m in einer Men-
ge T, die so beschaffen sei, daf$ der Ball B = B, (x) kompakt in 7 liegt. Wir de-
finieren dber B das (ein!) gemittelte TAYLOR-Polynom wvon u der Ordnung m
durch

Qu@)i= [ TPu@)- o) dy,
B
wobei ¢ € CF (R™) eine Abschneidefunktion mit supp (©) = B ist.

Korollar 5.7 (Eigenschaften) Die gemittelte TAYLOR-Entwicklung Q™u der Ord-
nung m ist ein Polynom vom Grad kleiner m in der Variablen x, d.h. fir x,y € Q C
R™ gilt

N m (m+n)!

Die Wohldefiniertheit von Q™u ist bereits fiir u € L' (B) gewdhrleistet.

Beweis: Das schwache TAYLOR-Polynom Q™u ist von der Ordnung m (siche [BS02,

(4.1.9)]), d.h. die groBite vorkommende Potenz in diesem Polynom ist m — 1. Der
(m-+n)! <
!

Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner m besitzt die Dimension m”,
also ist dim(im(Q™)) < ! fiip 4 - R® — R,

Durch partielle Integration wird in [BS02, S. 95] gezeigt, da} Q™u nicht nur fir
u € H™ ! sondern auch fiir u € L' wohldefiniert ist und Q™ selbst eine beschrinkte

Abbildung von L'- auf W*>-Funktionen, k € Ny, ist. QED)
Die Differenz

u—Q"u=: R™u
ist gleich dem Fehler m-ter Ordnung, den wir in der L? (7)-Norm abschiitzen miissen.
Nach [BS02, Proposition 4.2.8] gilt fiir die konvexe Hiille C,, C 7 eines Balles B :=
B, (o) und eines Punktes x

R™u(x) = mZ/’%-k(x,z)-Dau(z)dz,

|a|=m
|k’([L’,Z)| < CTE'|"E_Z|_”>

cre = c-(14+)". (5.16)
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Bei Funktionen f, die von zwei Variablen z und z abhéngen, bedeutet die Schreib-
weise || f (z, 2)[|y(q..), daBl die V-Norm bzgl. der Variablen z € R" ausgewertet wird.
Mit,

[T G = =)™

i=1

[z —2)" =

= |z — 2= = g — 2™ (5.17)

folgt fiir den Fehler der schwachen TAYLOR-Entwicklung

l'—Z
Bl = w3 [ ke Dty e

lo|=m L2(7,x)
< . (6% ]{7 Da d
MINKOWSKI ma|z ! (o =27k (@2) uie) de L2(7,x)
— \// (x —2)k (z,2) D (2) dz dx
o |—m Cz
< \// ([ 16 =21k <>\dz) o
\al

< \// / - 2™ cTE|Dau<>|dz) du
(5.16,5.17) - I—m
/ & — 2™ | D (2)] d

ey
< MmCrE Z Cmn THDQUHH(T)

lor|=m
Lemma 5.4

L2(7,z)

|lal=m

- 1
= CTE * Cmyp - M - DT Z ] ||DaUHL2(T)

|a|=m

VAN

- 1
CTE * Cmpp M- D Z ol |g\13§z ||Dau||L2(T)

laj=m

Mit Lemma 5.5 und Satz 5.1 folgen dann

(5.18)

R™ < e megm. |
|| UHL?(T) >~ CrE " Cmp-M QT |U

m' Hm (7—)

m/2 m ~ () mn
S KJC/ n CTECTengCm’nm (m) Hf||L2(0')' (519)
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Bemerkung 5.8 (Die liebe Miih’ mit dem Rand) Nun bekommen wir ein
Problem, denn nach Satz 5.1 haben wir dist (o, 7,1") anstatt

d = min {dist (1,0)} .

Somit diirfen wir nicht die Standardzulissigkeitsbedingung @, < 2n - dist (o, T) ein-
setzen, sondern miissen die neue Zulissigkeitsbedingung @, < 2ndist (o,7,1") ver-
wenden. Diese hat aber zur Konsequenz, dafi Cluster umso kleiner werden, je ndher
sie am Rand liegen; das fihrt letztlich zur Unzuldssigkeit aller Randcluster — ob-
schon sie nur noch aus einem einzigen Knoten bestehen — und induziert auf diese
Weise eine neue Arithmetik, fir die die Aufwandsabschitzungen neu anzustellen
sind.

Was wir hier bendtigen, ist die Erweiterung von  um ein Gebiet D, sodafs

dist (o,7,1") = dist (o, 7).

Auf D miissen wir dann eine Fortsetzung von u und den Koeffizienten c;; definieren,
sodafl ko erhalten bleibt und u mitsamt seinen m-ten partiellen Ableitungen bzgl. L
und des neuen auf D\ Q konstruierten Differentialoperators harmonisch ist. Leider
ist dies unmdglich, weshalb wir fiir den Augenblick d = dist (o, T) annehmen und
eine Umgehung der beiden Hindernisse in Absatz 5.3 vorstellen.

Aus der Standardzuldssigkeitsbedingung @, < 27 - dist (o, 7) folgt

@,

— < 2n.
dist (o,7) — 1

Wir verwenden diese Abschéitzung in (5.19) und erreichen

1B ull () < €5.20)mCmin (o)™ | fll 2y VI € L*(0) (5.20)

mit den Konstanten

O . om ~
C(5.20) = CTECregs  Cmpn ‘= 2 MCpp

und — in historischer Wiirdigung der Pionierarbeiten [Hb98|, [HK99] —

Co = \V/ kcn?,

d.h. wir haben (wegen der bereits begriindeten Annahme c,,c,,., & 1) fiir < ¢5*
den Fehler, den wir bei der Approximation von u durch Q™u begehen, auf dem
Cluster 3 := 7 x ¢ abgeschétzt und erreichen exponentielle Konvergenz.

Im n#chsten Schritt stellen wir den Bezug zu den Operatoren her und springen
dann mittels des Koeffizientenisomorphismus J direkt in die entsprechenden Ma-
trixblécke. Aus der Differentialgleichung ergibt sich w = L1 f fiir alle f € L* (o).
Wenden wir auf diese Gleichheit den Operator Q™ an, fithrt uns das zur gesuchten
Niedrigrangapproximation Q™L~! von L.
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Korollar 5.9 Der Operator Q™ L™! besitzt den Mazimalrang ~—-—= m+" und konvergiert
auf dem Cluster 3 := 7 x o exponentiell gegen L™, d.h.

HL‘l — QmL_lHL(L2(o),L2(T)) < ¢(5.20)CmCmn (Con)™

(mJ,r:,)! folgt unverziiglich

Beweis: Wegen dim im (Q™) <

(m+n)!
min!

dim im (QmL_l) < min {dim im (Q™) , dim im (L_l)} <
Fiir alle f € L? (o) ist
||Rmu||L2(T) = Jlu— QmuHm(T) = HL_lf - QmL_lfHLz(T),
weshalb mit (5.20) die Behauptung folgt. QED

Jetzt iibertragen wir dieses Ergebnis auf den Matrixblock. Seien s,t C [ :=
{1,..., N} die zu ¢ bzw. 7 gehorenden Indexteilmengen. Den zum Cluster b :=1 X s
gehérenden Matrixblock [(L™1),], approximieren wir durch

[(L_l)H} b [T QL] b

Diese Matrix [(L7!),,], ist eine H-, genauer Rk-Approximation von [(L~'),],! Der

Operator Q™L~! ist wegen Korollar 5.7 hochstens vom Rang (Tnﬁ , also kann auch

die Verkettung J*Q™L~'J maximal diesen Rang haben, d.h. fiir beliebige Index-
mengen s,t C I gilt

e ([(£74),),) =i {1, " o) b < i ] o1y = me ([0,
Daher folgt fiir Koeffizientenvektoren ¢ € R, y € R und @, := J,, supp (¢;)
(Y, = ()t |
([ (= QnL) ], 0t) |

(L7 = Q"L™) 0, Jit) 12|

< (L™ —QmL™Y) J, el 2
< HL_l - QmL_lHE(Lz(J)7L2(T)) ' ||JSU||L2(95) ’ ||Jt;||L2(Qt)
< C(5.20)CmCm,n (Coﬁ)m “CJ HUHh "€y ”?Hh

Kor. 5.9, Satz 3.4

und damit
~1
H (L7, = (L), ], |, = sup (C L 0nd 0. reRyeR"
2 ||U||h Izl
< { c(s.20) (con)™ - < vl - Nzl reRM ye RISI}
- Iolly, - el

2 m
€(5.20)CCmCrmn (CoN)

Wir fassen das Ergebnis zusammen in
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Satz 5.10 (Lokale H-Approximation von (L™1),) Seieno, T C Q zulissige Teil-
gebiete und s,t C I die assoziierten Indexmengen. Bezeichne (L™1), die diskrete
Inverse. Dann ist

(L)), = [T QmL71 ],
die H-Approzimation von (L), auf dem Matrizteilblock b :=t x s mit

(m+mn)!
min!

H [(L_l)h - (L_I)H]b’t < 0(5.20)C2jcmcm,n (con)™ und rnk ([(L‘l)H]b> <

5.2 Lokale Approximationseigenschaft fiir
Matrixoperatoren
Teil I: konstante Koeffizienten

Gegeben sei das lineare und gleichméfig elliptische Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung (2.18). Idee und Fiihrung des Beweises basieren auf dem in Ab-
schnitt 5.1 vorgestellten Muster.

5.2.1 Innere Regularitéit

Satz 5.11 (Innere Regularitit elliptischer Matrixdifferentialoperatoren)
Sei L wie in (2.18) ein gleichmdfig elliptischer linearer Matrizdifferentialoperator
zweiter Ordnung mit den konstanten Koeﬂizz’enten cijr € R, die der Symmetriebe-

dingung (2 19) geniigen. Seien Amin Und Xmas der kleinste und grofite Eigenwert der
Matriz C = = (Cij); jo1.. 4 fir alle z € Q) sowie kg = Xz - Ao . Seien o, T zwei

kompakte Teilmengen von 0 (s. Abb. 5.2a) mit o N7 = {} und positivem Abstand
zum Rand, d.h.

dist (o,7,1") := min {dist (,0) ,dist (7,I')} > 0.
Sei u die schwache Losung der Differentialgleichung
Lld(z)=f(z) inQ, @=0aufl

und L-harmonisch in \ o, wobei supp (f_) CCo.

Dann sind die m-ten partiellen Ableitungen von i L-harmonisch auf Q\ o und es
existiert eine Konstante c,qq > 0, sodafs

m/2
ey < o em " e |

L2(o,R?)

mit ¢, = (m!)w, ¥ > 1, und m € N.
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Beweis

Obwohl V# eine Matrix ist, interpretieren wir hier Vu als Spaltenvektor der Léange

nq, d.h.
-

Vi (z) = ( Vui (2)" .. Vug(z)")

Dies erlaubt uns, in einfacher Weise an die vorigen Abschnitte anzukniipfen:

q n q n
Xmin(VU, V'l_[> = Xmin Z Z (0kuz)2 S Z Z c,-jklakuialuj = <6>Vﬁ, V'l_[>

i=1 k=1 ij=1k,l=1

Wir vergewissern uns noch, daf3

—12 - —
IVl pe = / Vi, Vi) = /
@ Q=1 k=1
q n q

q
2 2 -2
= > [ @ =3 [ (Fus V) = 3l = iy
=1

i=1 k=1 i=1

gilt. Sei n € C* () eine Abschneidefunktion mit den Eigenschaften (5.3) und (5.4).

Schritt 1

Mit den Voriiberlegungen folgt unverziiglich

-

-2
Amin [ (5 )
i / Vi, Vi)
Br

< X | (V(n@), V(na))

Bir

< (CV(nid), V(nit))

8 pos.-def. Bar

I
>l

-y /B D o Ok (mus) - 0 ()

i,j=1" BAR k=1

= Z / Z@k (nu;) - (Z Cijkl - O (nw))
B =1

i,j=17 PAR =1

q n n n
ol Z Z / i Z CijkiOr (nug) — / nu; - O Z CijriOr ()
part. Int. OBxn — Bin —

i,j=1 k=1

S (S

-0
Moy g ij=1 k=1 =1
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= — Z/B nu; - Z@k (Z Cijki0y (U%’))

1,j=1 =1
S S N AR L)
i,j=1 Bir
5 _Z /B nus [(V, Cig V) uj + (Vuy, Ci V)] (5.21)
’ i,j=1
- Z/ 77UZ <v CZ]VUJ>77+ <VT]7 Cljvuj>
i,j=1Y Bar — N———
=L;ju; =(C;;Vn,Vu;) wg. (2.19)
#E: - Z/; nuz v Cz]v/r/> u] +2 <VUJ,CZ]VT]>]
4@ L-harm. ig=1
= - Z / nui (V, Ci;Vn) u Z / 2nu; (Vug, Ci;Vn) . (5.22)
i,j=1 Bar 1,j=1 Bxr

Wir stellen fiir das Integral der zweiten Summe separate Rechnungen an:

/ 27]ul <VUj, CZjVTD

Bxr

= / <Uivuj, Cz‘j27]vn>
Bxr

= (Vuj, u,CyV (11°))

Bir
= / Z lﬁkuj Uj; Z ngklﬁl ]
BAr p=1
= Z 8kuj U; Z ngklﬁl )
k=1 Y Bar
T Z/ u] u; Z Ciskl al Z/ u] O [uZ Z cijm0 (n ]
—2778m 0
- - Z/ uj - | Ok - Z Cijki0y (772) + u; - Oy (Z Cijkt Ol (772)>]
Bir L =1 =1
= / (e 8kui . Z CijkiO) (772)
Bir k 1L =1

— / uju,- E
Bxr

k=1

()

= —/ Uj <Vu,, CZ]V (7’]2)> — / Uin <V, CZ]V (7’]2)> .
Bxr Bir
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Betrachten wir die letzte und die dritte Zeile des Formelblockes, folgt

— /Bw Ui <V C,]V / <uZVuj, Ci;V ( )> +/ U <Vu,-, &Y (772)>

Bir

und mit Summenbildung iiber ¢, j

—Z /B iy (V,CyV (1))

2,7=1
. / (05, OV (1)) + 3 / u; (V. Cy ¥ (1))
i,j=1 i,j=1
_ ¥ / (05, OV (1)) + 3 / u; (Vi 3 (1))
(2.19) 1,7=1 1,7=1 Bxr
= 22/ 2nu; (Vu,;, Ci;Vn) .
1,7=1 Bir

Dieses Ergebnis pflegen wir in die Hauptiiberlegung (5.22) ein:

_ Z/ nu; (V, Ci; V) u; — Z/ 2nu; (Vuj, Ci;Vn)
Bk Bk

i,7=1 i,7=1
- —Z/ (V,Ci; V) uju; + = Z <V,C’UV (n2)>uiuj
1,7=1 Bir 1] 17 Bar
= Z/B (V,nCy¥Vn) uiuy — n(V, CyVn) uiu;
i,j=1
= Z/B (V,CijVn) uiuy + (Vn, Ci; V) wuy — n (V, Ci; V) wiu;
i,7=1
= Z/B (Vn, Ci;Vn) uu,
2,7=1

= Z / Z Ok - Cijrt - O - WU (5.23)
B

1,7=1 AR kl=1

— /B Z Z Cijkl * akn Uy * (0177) Uj

AR 4 j=1k,l=1

S mam Z Z akn ' ui)2

BAR j=1 k=1

= Ko / V- P
Bxr

Y 2
< M / bk
64  (AR-R) BAr\Br
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mit 0 < 0 << 1. Nach der die Ungleichungsrelation erhaltenden Erweiterung des
Integrationsbereichs von Byg \ Bg auf Byg und der Division mit \,,;, erhalten wir
als Ergebnis des ersten Schrittes

. NG (1+9)  _
|U‘H1(BR,RQ) < T \R—R__ ||UHL2(BAR,RCI)‘ (5.24)

Schritt 2

Wir iibernehmen die Schachtelung (5.9). Die L-Harmonizitét der m-ten partiellen
Ableitung folgt wie in (5.10). Wir iterieren (5.24):

1 Fa(1+9)

|,&:|Hm(B17]Rq) - )\2 - )\l R |,&:|Hm71(B27Rq)

< L1 (vREUEON,
- )\3 — )\2 )\2 — )\1 R Hm=2(Bs,R1)

P VRE (LHONT
H Aig1 — A < R ‘U‘HO(Bm+17Rq) . (525)

IA

IA

=1

Schritt 3
Unser Ziel ist eine Abschétzung der Form [d] - pqy < const - H ﬂ . Da nach
Hm™(1,R9) [2(0,R9)
Voraussetzung der Trager von f kompakt in o ist, folgt sofort
= ) 5.26
11 = 1] e (520

Andererseits ist [|@]| 2 g, (1)) re) < Ul 12(0 ra), SOdaB aus (5.25)

. - 1 /izq(l-i-é) m .
minenzn < L= (L) il

o8)

folgt und mit der gemiB (5.12) definierten Uberdeckung U von 7

Hm(rRe) = |ﬁ|Hm(U,Rq)

=\ [ vt
)

N-
S e
k=1 7 Bi(zx)

|u

IN

N,
L2
= | Do )
k=1
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S NT H )\i—i-l - )\Z < ||u||L2(Q7Rq) . (527)

R

Jetzt miissen wir (5.27) mit (5.26) verbinden, d.h. eine Beziehung zwischen ||| ;-

und H fH , herstellen. Das gelingt uns mit Hilfe des Satzes von LAX-MILGRAM,
L

a7 < - |

Diese Ungleichung ist das gesuchte Verbindungsglied und fithrt uns mit }% = L

dist(o,r,T")
zum Ziel des dritten Beweisschrittes, ndmlich
\/% (1 + 5) mn H ‘1
mrry)y < VAV . . 5.28
[l (7. R) H )\,H (dzst (o,7,T) o ||/ L2(o,RY) ( )

Schritt 4

.. behandelt die Abschitzung des Faktors [ ] Auch hier gilt (5.14).

i\ SRR

Schritt 5

.. faBt (5.14) mit (5.28) zusammen,
1+1ZJ

d’lStO’TF HT > 1,

| g (7 oy < creg/ﬁn"b/2 (1+0)™

L2(0,R7)

und bildet so das Ende des Beweises. Wie bei skalaren Differentialoperatoren elimi-
nieren wir den Faktor (1 4+ 0)™ per Grenzwertbildung 6 — 0 und setzen

Creg =V NrCaCs10),  Cm = (m!)w.

QED)

5.2.2 Lokale Niedrigrangapproximation von L~!

Sei Q™u; das gemittelte TAYLOR-Polynom von u; der Ordnung m und R™u; :=
uj — Q™ u; der Fehler m-ter Ordnung. Uber diese Komponentenfunktionen definieren
wir das vektorielle TAYLOR-Polynom

QM= (Q"uz);_y o — RI

.....

mit dem Fehler (-vektor)
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der in der L? (7, R9)-Norm abzuschiitzen ist:

q
HRmﬁ‘ L2(7,R9) = Z HRmuj”iQ(T)
m n' 2 2
(5<18) ; {c] 1 —I—%) Cryn, - DT m!} -y Hm ()
m72 4
< {C(l_'_’y)ném,n'm'g:n' %} 'Z|uj|§{7n(r)
am12 -
= |:CTEém,n m -G W} Z |u; ?qm(r)
=1
mit ¢ := max{ci,..., ¢}, v := max {v,,...,7,} und crg = ¢(147)". Zum einen
ist >0, \ujﬁ]m(ﬂ = |ﬁ|§{m(T’Rq) und mit dem Regularitétssatz 5.11 aus dem letz-

ten Abschnitt abschétzbar, zum anderen ist die Standardzulédssigkeitsbedingung un-
abhéngig vom Differentialoperator. Wir nehmen wieder dist (o, 7,I') = dist (o, 1)
an, Vgl._>Bemerkung 5.8. Fiir den Fehlervektor, der bei der Approximation von o

durch Q™u auf 7 entsteht, gilt mit der Standardzulassigkeitsbedingung

- n 9 m!
S {CTECm,anTW} : |:Cregcm'%n—1>/ -—m Hf]

i
H “ c dzst(aTF

Lz(U,Rq):|

L2(r,R9)

= e

S CTECmnmn C?"egcmlli—> 27] Hﬂ

L2(o,R7)

L2(o,R9)

= (crBCreg) - Cm - (2" M) - <W> ' H 1

L2(o,R9)

Wir setzen
. om ~ [ [—
Cmn 7= 2" MC iy Co = [ Kgn® und c(5.29) = CTECregCn, (5.29)

vgl. S. 62. Wegen Rmig = i — ijﬁ gilt also kurzum

i— Qi

< camencun @) |f]|, . V€ PR, (5.30)

L2(7,R9)

Losen wir die Differentialgleichung Li = f nach @ auf und wenden 5’” an,
erhalten wir ijﬁ = ij[_;_l f, d.h. ij[_;_l ist die Niedrigrangapproximation von
L~!. Mit dieser Erkenntnis wenden wir uns nochmals dem Approximationsfehler
durch das TAYLOR-Polynom zu und stellen fest, dafl

-G f

fiir alle f € L2 (o, RY) ist. Wir fassen (5.30) und (5.31) zusammen im

(5.31)

L2(r,R9) L?(o,R9)
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Korollar 5.12 Die Abbildung ijffl besitzt den Mazimalrang ¢ und erfillt

m!n!

< — \m )
HE(L2(U,R‘1),L2(T,R‘Z)) < €(6.29)°mCmn (€07

Dieses Ergebnis entspricht dem Korollar 5.9 aus dem skalaren Fall und ist nun
auf einen Matrixblock zu iibertragen. Dazu bendtigen wir die in Abschnitt 3.5.2 de-
finierte Erweiterung des bisherigen Koeffizientenisomorphismus, die so ausgelegt ist,
daB bei Differentialgleichungssystemen dem Cluster § := 7 X ¢ ein Matrixblock ent-
spricht, d.h. die Informationen zu einem Gitterpunkt sind in ¢ aufeinanderfolgenden
Zeilen kodiert, was dem Prinzip der geometrischen Clusterung entgegenkommt.

Satz 5.13 (Lokale H-Approximation von (E‘1> ) Die R1TZ-GALERKIN-
h

Approzimation von L7 sei mit (E‘l)h und thre H-Approximation mit <E‘1)

H
bezeichnet. Mit den zuldssigen und kompakten Teilmengen o, C § seien die Index-
teilmengen

s:={s1,..,8qa}, t:={t1,..,tpy CI={1,...N}
assozitert sowie die Menge der Spaltennummern,
S={(s; —1)q+1,..,sqli=1,...;a}, 5] =qls| =qa,

und die Menge der Zeilennummern,
t={ti—1q+1,..tigli=1,.b}, |f]=qlt|=ab,

d.h. b:=1x 5 ist die Menge aller Indices von Matrizeintrdagen, die Informationen
zum Cluster 3 := T X o bergen.
Dann ist [(

eine H-Approzimation von <ff1) auf dem Matrizteilblock b mit dem Fehler
h

l

W= 17,

), = (), i, = mema (1)
H [( \ wlilly = C(5.29) MmaxCmCm, (com)

und dem Mazimalrang
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Beweis:

(a) Wir erdffnen mit der Rangabschétzung:
dim (im (5’”)) = dim(im(Q™) x ... x im (Q™))
— S dim (im Q™))

i=1
q

In!
i1 min!

(m+n)!
min!

Y

das bedeutet rnk ([(E—1>H} E) < q(m+n)!

mln! °

(b) Nach Lemma 3.7 ist Hm)

L2(Q,R9) < VHmas HE)H;L fiir alle T € RN mit g1,

als groBtem Eigenwert der Massenmatrix M. Seien 5 € R und T € R
zwei Koeflizientenvektoren und Qp = € := (J,, supp (¢;). Dann ist

|
[**( 1) ] )
<(”-5’"E ) ff>)L2mth)

Ji%|

->—
Jit

VAN
blu
3
blu

L2(Qs,R9)

“l,

HE(L2(U7R‘1),L2(T7R‘Z))

= amentnn (@) Vi |3 Vi

L2(Qq,R9)

(¢) Mit dem vorigen Schritt folgt kurzerhand

1), = ()04,
(), (),1,57),
HEE

— \m
0(5.29)Cm0m,n(0077) Hmaz-

ﬁ
s € R t € R?

‘= sup

IN

QED)
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Abbildung 5.3: So kénnte die Erweiterung des urspriinglichen Gebietes €2 um das
Gebiet D aussehen. Wie die Skizze andeutet, bendtigen wir Konvexitdt weder
von K noch von D zu diesem Zeitpunkt.

5.3 Lokale Approximationseigenschaft fiir

Matrixoperatoren
Teil 1I: L*°-Koeffizienten

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl wir auch elliptische Matrixdifferentialoperatoren
zweiter Ordnung mit L>°-Koeffizienten approximieren kénnen. Allerdings miissen wir
fiir den Beweis dieser Aussage die Idee von BEBENDORF und HACKBUSCH adaptie-
ren, daf die Differenz einer L-harmonischen Funktion und die geeignete Projektion
einer stiickweise konstanten Funktion ebenfalls L-harmonisch ist.

5.3.1 Ein weiteres Regularititsresultat

Unser letzter Beweisansatz scheitert zunéchst daran, dafl wir den Gebietsrand errei-
chen und die Losung der Differentialgleichung auflerhalb des Gebietes nicht so fort-
zusetzen wissen, daf} sie mitsamt ihren m-ten schwachen Ableitungen L-harmonisch
ist. Setzen wir sie durch Null fort, so ist sie am Rand im allgemeinen zwar geknickt,
aber insgesamt immer noch schwach differenzierbar, was uns in diesem Fall geniigt.

Wir beginnen mit der Erweiterung des Definitionsgebietes 2 C R™ der Differen-
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tialgleichung. Seien D, K C R" zwei Gebiete mit K C D und

FO = F(] (D) =DnN 89,
Pl = Fl (D) = 0D N Q,

vgl. Abbildung 5.3. Wir stellen fest, dafl

(D)= {} <= DcCQ,
(D) ={} <= QC D <= Iy(D) = D.

Im Falle D C Q folgt I'; (D) = 0D und im Falle Q@ C D ist I'; (D) = {}. Da wir
spiter dist (K,I'1 (D)) > 0 bzw. dist (K,o0) > 0 bendtigen, mufl I'y (D) # {} sein,
also schlieen wir den Fall Q C D aus.

Im Falle D\ © # {} bedarf die Losung @ der Differentialgleichung einer Fortset-
zung auBerhalb von (). Diese sei die Nullfunktion,

(ext) .: ﬁ(flf) fllI' x Eﬁ,
T (@) {o fir €D\ Q.

Damit ist die DIRICHLET-Nullrandbedingung auf I'y (D) unversehrt und @™ ¢
H} (QU D, R?). Die Differentialgleichung wird auf D\ € im allgemeinen nicht erfiillt
sein; wollten wir das, miifiten wir uns auch Gedanken iiber die Koeffizienten c;;y,
machen, die unter Umsténden sogar von « abhingen.

Lemma 5.14 (CaAccioppoLI-Ungleichung fiir vektorwertige Funktionen)
Seien Q, K, D und I'y (D) wie gerade eben definiert sowie dist (K,0D) > 0. Sei
L der in (2.18) erklirte Matrizdifferentialoperator. Sei @™ im schwachen Sinne
L-harmonisch auf Dq, d.h.

/ <8va*<m>, v¢> —0 V@e H!(Dqo,RY).
Dq

Dann gilt )
)}Hl(K,Rq) = mv“ﬁ : Hﬁ(mt)HLQ(D,Rq)

‘ﬁ(ext

fiir alle @©™ € H' (Dg,R?) N {U e L2 (D,R9)

1922 v = 0 }-

Bemerkung 5.15 Dafl wir um einen Faktor 2 besser abschdtzen als [BH03], liegt
in einer anderen Beweistechnik begriindet.

Beweis: Sei n: D — [0, 1] eine stetig differenzierbare Abschneidefunktion mit

Nl =1 und n = 0 nahe I'; (D).
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Abbildung 5.4: Zum Beweis der CAccIOPPOLI-Ungleichung (Lemma 5.14). Die
Konvexitat der Gebiete D, K und K’ ist nach wie vor nicht erforderlich.

Setzen wir ¢ := dist (K,I'1 (D)), so ist nach Voraussetzung ¢ > 0 (falls der Abstand
von K zu 0D Xkleiner als § ist, so stellt das kein Argernis dar, weil wir D beliebig
vergroBern diirfen, solange nur Q2 ¢ D gewahrt ist). Wir setzen Kq := QN K und
Dgq = QND, vgl. Abbildung 5.4. Angenommen, 7 fiele fast iiberall (f.ii.) auf Dq\ Kq
linear ab, so wére ‘Vn\ Do\ KQ‘ ~ 1%50. Da n aber etwas schneller abfallen soll, um

n = 0 nahe I'; (D) bzw. 0D zu garantieren, verlangen wir

< — = const.

2
5

)v/)ﬂDQ\KQ

Wir setzen nun
K':=supp (n)

(vgl. Abbildung 5.4). Da Tréger per definitionem abgeschlossen sind und D bzw.
sinnigerweise beschréankt sind, ist K’ kompakt, also

d := dist (K,0D) > g > dist (K',0D) > 0.

Nach Voraussetzung ist #** € H} (Q U D,RY), also insbesondere #**" € H' (K’ RY).
Wir definieren die Testfunktion

G:D—RI z+—n?(z) 7 (z).
Wegen supp (1) = K’ und supp (@*?) C Q ist

supp (@) = supp (1) N supp (@) C Dq.



76 Kapitel 5. Approximationseigenschaft elliptischer Differentialoperatoren

Mit n € C} (D) und @™ € H' (K',R?) = H" (supp (1) ,R?) folgt

@ € H} (Dq,RY).

Mit den Erfahrungen aus Beweisschritt 1 des Satzes 5.11 ist

0 <

<

IN

part. Int.

<

<

—(ext H
L?(Kq,R?)

. HV ﬁ(emt) HLQ(DQ R%)

X / <V 77u e” ( (ext))>
/ CV nu (ext) ) \V4 (nﬁ(ext))>
ext) (ext)
£ o) o)
Z Z/ Ok (nu(esﬂt ) . Z Cijhl - ) (ng-ext))
ij ok z
Z Z [/ nugeact) . Z Ciji0) <77u§e:ct)>]
i,j k 0Dgq p
a Z Z [/ nugext)a’f (Z Cijri0O (nug.e”)))]
ij k Dq l
_ Z/ e . Zak (Z Cijudh (nu§ext)>>
Z/ Zakn Cijkl am - u(emt gemt)
Da g
2
)\max/Din:Zk: ak??'ui t)

Xmax/ |V77| ‘ ext‘ +)\max/ |v77| ‘—’(ext}
Ko >~~~ D

~ o\Ka <V6 2
4N 2
max —(ext)
o AL
4mel$ —(ext
52 ’ H HLZ(DQ,R‘I) :

Nach Division mit Xmin folgt

bzw.

(|
—=.
c L2(Dq,R9)

- [la=|
c L2(DRa)’
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5.3.2 Funktionalanalytische Betrachtungen
Endliche Approximation von @°*) durch L?-Funktionen

Mit Hilfe einer POINCARE-Ungleichung beweisen wir zuniichst die Aussage, daf der
Fehler, der bei der Approximation von # durch L?-Funktionen entsteht, durch die
ersten Ableitungen von @ beschréankt ist.

Lemma 5.16 Sei D C R", n € N, ein konvezes® Gebiet. Sei X = X (D,RY) ein
abgeschlossener Teilraum von L* (D, R?).
Dann existiert fir alle k € N ein abgeschlossener Teilraum

V=V (D,R% k) C X (D,RY)

mit
dim (V) < ¢k, (5.32)
; - o 2y/n 9p .
ég\f/ Hu N UHLQ(D’R‘I) < T ’ {L/E : HVUHB(DRq) (5.33)

fiir alle @ € X N H' (D, RY). Auf diese Weise wird eine orthogonale Projektion

— —

S = SX(D,RQ) : L2 (D,Rq) — X (D,Rq)

definiert und es gilt

inf |7 — 7 = Ha S
vev
Beweis:

(a) Wir packen D in einen Wiirfel® 0, dessen Kantenléinge gleich dem Durchmesser
von D ist, kurz @p; als Durchmesser eines Gebietes bezeichnen wir den
Durchmesser des kleinsten umgebenden Balles. Fiir £ = [, | € N (anderer
Fall spiiter), unterteilen wir @ in k Teilwiirfel @Q; der Kantenlinge @p - [},
vgl. Abbildung 5.5. Setzen wir D, := D N Q;, folgt, dafl

.k

e jedes D; konvex ist, weil D und (); konvex sind,

3Die Konvexitit wird fiir die POINCARE-Ungleichung benétigt.

4Wir wollen auf X projizieren und deshalb muf8 X abgeschlossen sein.

5In der Tat miissen wir anstelle der Wiirfel und Teilwiirfel die aus der Maftheorie bekannten
Figuren verwenden, damit wir im weiteren Beweisverlauf keine Uberlagerung von Randfliichen

haben.



78 Kapitel 5. Approximationseigenschaft elliptischer Differentialoperatoren

diam(D)/I

Qi

e

Di

diam(D)

Abbildung 5.5: Wihlten wir den Wiirfel @) als Bounding Box von D, resultierte
das in einer besseren Abschétzung. Allerdings ist unsere Vorgehensweise simpel
und fiir unsere Zwecke (Beweis von Lemma 5.16) vollkommen ausreichend.

e sowie

@p, < Do, = \/dim (Q;) - (Kantenlinge)?

Wir setzen

W (k) := {¥ € L* (D,R?) |vy, ..., v, sind konstant auf Dy, ..., Dy } ,

d.h. die Menge der auf D stiickweise konstanten Funktionen. Somit ist W (k)

isomorph zum R also abgeschlossen, und dim (W (k)) = ¢k. Fiir die Ab-
schétzung von « gegen Vu definieren wir

U:D—RI, x+— Zﬁl Indp, (x),
i=1
Uy
ot : =const e R?, 1=1,..,k,
Ug,i

_ 1 ,
uj,; = vl (D) /Di u; (v)de =const e R, j=1,..,q.

Damit ist @ € W (k) und Hﬁ — EH zugleich der Fehler, den wir bei der Appro-
ximation von @ durch eine stiickweise konstante Funktion « kassieren. Mit der
auf vektorwertige Funktionen verallgemeinerten POINCARE-Ungleichung nach
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PAYNE und WEINBERGER, siche Formel (A.8), folgt sofort

o (2 o )2
HU_UHL2(D,Rq) = ZHU_UHB(D@-,R@
kq
= 2Dl = wlliam,
=1 j=1
G o\’ 2
< 25 (%) V@l
=1 j=1
(%)
< Zz(f D) 19 ()
(5.34) =1 j=1

- (e @D) va*nm ,

k _ _
also ist wegen U,_y D; & D = Ui, D;

<\/ﬁ'®D

Hﬁ— ﬁHLQ(D,Rq) ST HV“HL?(D,Rq)
und erst recht

-
i 7—w| < Y20

TeW (k) 1 WVl

Jetzt miissen wir den Beweis aus dem ersten Schritt fiir £’s anpassen, die nicht
die n-te Potenz einer natiirlichen Zahl [ sind. Sei [ diejenige natiirliche Zahl, die
wir durch Abrunden von ¥k auf die néchstgroBere natiirliche Zahl erhalten,

d.h.
< Vk<l+1.

Zum einen ist k die Anzahl der Teilwiirfel (); und deshalb direkt verbunden mit
der Approximationsgenauigkeit von u iiber W (k), zum anderen wird k spéter
den Blockrang bei der H-Approximation verkorpern. Weil wir den Approxi-
mationsfehler aber nicht verkleinern, sondern nach oben abschétzen wollen,
teilen wir @ nicht in k™ := (I + 1)", sondern nur in k= := [" Unterwiirfel auf.

Entsprechend zum ersten Beweisschritt haben wir

\/ﬁ-QD

W (k) anstelle von W (k) sowie
dim (W (k: )) = qk™ < qk.

@p, <
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Unsere Funktion « wiirde also, wenn’s denn W (k) gébe, iiber W (k) genauer
approximiert als iiber W (k™), d.h.

inf Hﬁ—ﬁ” < inf Hﬁ—ﬁ”
weW (k) WeW (k)
V- Gp ~
< — - ||Vu .
@ Tl VUl 2(p ro)
Vn-@p .
< 2. — - ||Vu ,
IV
weil
1 < 2 - 2
I —1+1 Vg

(c) Bisher erfolgte die Approximation von @ durch Funktionen W (k), d.h. die
Approximierenden verfiigen nicht iiber die Eigenschaften, die die Elemente in
X (D, R?) auszeichnen und die wir wiinschen. Deshalb miissen wir W (k) auf
X (D, RY) projizieren.

Sei S die orthogonale Projektion von L> (D,R™) auf den abgeschlossenen Teil-
raum X (D,R™), d.h.

$-3 -3 (v—§U,§v> —0 Ve L*(D,RY).
L2(D,R")

Da W (k) C L? (D,R?) und abgeschlossen ist, diirfen wir
V=S5 (W (k)

setzen. Insbesondere ist V' C X (D, R?) abgeschlossen und dim (V') < ¢k. Mit
e X (D,RY) gilt ¥ =S4 und

Hﬁ - 5u LR S(a- 5)‘ DR 17 = 2o 50
Zugleich ist St eV cC X, also gilt auch
Hﬁ_ Si L2(D,R9) = égxf/ [l
und insgesamt folgt
Hﬁ_ St L2(D,R9) = dist2(p o) (@,V) < ? ' ? ' HVﬁHLQ(D,Rq) :

QED)
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Raume L-harmonischer Funktionen

In Lemma 5.16 war X (D, R?) ein beliebiger Teilraum von L? (D, R?). Fiir die Appro-
ximation von #(¢*Y benétigen wir jedoch einen ganz bestimmten Teilraum, namlich
einen Raum, dessen Elemente auch L-harmonisch auf Dg sind. Auf dem Wege dort-
hin definieren wir

~ ® HUHLZ(D\Q,R«;) =0,
X (D,RY) :=¢ 7€ L*(D,RY) | e VK C D, dist(K,I'y (D)) >0:
7€ H (K,RY).

Unsere Funktion @ ist nach Konstruktion L-harmonisch in Dq — sie liegt sogar

in Hj (QU D,R?) —, und erfiillt die Variationsgleichung
H
/ <Cw<eﬂ>, V@‘> —0 Vge C®c H (Dg,RY). (5.35)
Dq

Wir wollen diese beriicksichtigt haben und das fiihrt uns zu

X (D,RY) := {776 X (D,RY)

7 erfiillt (5.35)}

hd ||17||L2(D\Q7]R¢Z) =0,
o VK C D, dist(K,I'1(D))>0:
ve H' (K,RY),

o ¥ erfiillt (5.35).

=<7 e L*(D,RY (5.36)

Wir formulieren nun ein Lemma, das uns die Existenz gewisser im Abschnitt 5.3.3
bendtigter Projektionen garantiert.

Lemma 5.17 Die Menge X (D,R9) ist ein vollstindiger Teilraum des L? (D,RY).

Beweis: Die CAucHY-Folge (U(i))i oy C X (D, RY) konvergiere gegen die Grenzfunk-
tion ¥ € L? (D, R?). Wir miissen zeigen, daf das v € X (D,RR?) bedingt.

(a) Zu zeigen: ||V] 12 pore) = 0-
Nach Voraussetzung ist (17(i))ieN eine CAUCHY-Folge, d.h. fiir alle ¢ > 0 exi-
stiert ein 79 € N, sodafl

(Cy

V0| o pay <€ Vi > o

Andererseits gilt
|5

v

Hﬁ(i) - 17HL2(D\Q,]R‘1)

o

o 17HL2(D,]R‘1)

A%

)HL2(D\Q,R«1) B HUHLQ(D\Q,Rq)

= ||17||L2(D\Q,Rq)a

weil Hﬁ(i)HLQ(D\QRq) = 0. Das zeigt ¥ = 0 im L?-Sinne.
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(b)

5.3.3 L-harmonische Approximation von '

Zu zeigen: Fiir alle K C D mit dist (K, Ty (D)) > 0 ist v € H' (K, R?).

Nach Konstruktion von X (D,R?) liegt jedes Folgenglied 7 in H' (K,RY).
Nun ist zum einen dieser Raum bekanntlich ein HILBERT-Raum, also insbeson-
dere vollstéindig, zum anderen ist (7). cy auch in H' (K, R?) eine CAUCHY-
Folge, denn fiir alle ¢ > 0 existiert ein 7o € N, sodafl

[T® = TN o pey <€ Vhs 1> o

Wegen der CAcciorpPOLI-Ungleichung (Lemma 5.14) existiert eine Konstante
c1 > 0 derart, daf

|7 <o |o® -

— 7 }Hl(K,RfI) 7 HL2(D,Rq)

bzw.

179 = 7 gy < () 78 = 70 o ey

Folglich existiert fiir alle & = (1 + ¢1) e > 0 ein ig € N, soda8
H{,’(k) —

l ~ .
TN ey <& ko 1> o

Damit haben wir 7 € H' (K, RY) gezeigt.

Zu zeigen: Fir alle § € C° (Dg, RY) ist [, <8w, v¢> —0.
Zu Beginn des Beweises hatten wir ¢ € H'(K,RY) fiir alle K C D mit
dist (K,T'1 (D)) > 0 festgestellt. Das impliziert die schwache Konvergenz

/KQ (Cvi, vg) — /K (CVi, V) vgeCs (Do,RY)

(auf K\ ist C nicht definiert und 79 sowie 7 gleich null). Nach Voraussetzung
erfiillt jedes ¢V die Variationsgleichung (5.35) und mit K = supp (@) folgt

o:/DQ <8w i>,v¢>:/K <5w@,v¢>

/D Q <8w, v¢> —0,

was den Beweis schlief3t. [QED]

und weiter

(ext)

Wir kommen nun zur Approximation von u durch die auf die Menge der L-harmoni-
schen Funktionen projizierten stiickweise konstanten Funktionen. Somit ist auch die
Differenz von @ und diesen speziellen Funktionen L-harmonisch (obschon zu anderen
Randbedingungen). Diese Eigenschaft nutzen wir fiir eine rekursive Beweisfithrung
aus (siehe auch Abb. 5.8 fiir die Beweisidee).
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Abbildung 5.6: Situation in/zu Satz 5.18

Satz 5.18 Sei Q0 C R" ein Gebiet und L der Differentialoperator aus Absatz 2.4.
Seien K, D C R™ zwei Gebiete mit K C D konvex (vgl. Abbildung 5.6) und
%)
dist (K,0D) > 2—:; > 0. (5.37)

Dann existiert ein Teilraum V' C X (D,R?) und eine orthogonale Projektion Sm
L* — X mit

dim (V) < mgk,
- 8 m
—(ext)  gm7(ext) . (T2 || 7(ext)
et - graet] s () e @ T g
Yy = kmT"
é
co = JRan,

Beweisschritt 1: Konstruktion der konvexen Schachtelung

Wir schachteln das Teilgebiet K wie folgt ein:

K = K(] ; ; Km—l ; Km C D,
K; = {zeR"|dist(z,K) <r;}, j=1,..,m,
o ‘= 0,

r; = dist(K,0D) - j=1..,m.

J
m
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Abbildung 5.7: Zu Schritt 1 des Beweises von Satz 5.18. Die konvexe Menge K
wird durch eine Folge konvexer Mengen K eingeschachtelt.

Nach Konstruktion von K, ist also dist (K,,,0D) = 0; die Menge K, dient nur
zur technischen Vereinfachung der Beweisfithrung. Die Szenerie mit allen fiir diesen
Beweis erforderlichen Mengen ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Damit gelten, daf}
die Mengen K, ..., K,, konvex sind und

dist (K,0D
dist (K;_1,0K;) = rj—rj_1= M’
m
Pk, < Dk, +2dist (Ko, 0K;)
KomK G +2(r; = 10)

)
O + Ldist (K,9D).
0 m

o
0l

T

Wir definieren die Funktionenrdaume
Xj Z:X(Kj,Rq>, j:O,...,m,

vgl. (5.36). Die Rdume V; := V (K;,R%, k) C X, seien wie in Lemma 5.16 die L*-
Projektion der stiickweise konstanten Funktionen auf den Raum der L-harmonischen
Funktionen, also dim (V) < gk.

Beweisschritt 2a: Approximation von #“*Y) auf K,,_;

Wir wollen %¢*" iiber K durch Treppenfunktionen, die auf den Raum der L-har-
monischen Funktionen projiziert wurden, moglichst genau approximieren. Um auf
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K,,,_1 abschétzen zu konnen, benotigen wir noch die nur fiir diesen Zweck eingefiihrte
Obermenge K,,. Weiterhin seien X,,,_; und X,, wie gerade eben definiert und

(ext)

glestm) . — gleat),

Dann existieren nach Lemma 5.16 fiir alle k¥ € N ein Teilraum V,,,_; von L-harmo-
nischen Funktionen mit

vm—l =V (Km—h Rqa k) C Xm—h
und eine orthogonale Projektion
gm—l : L2 (D,Rq) — Amp—1, g’m_lﬁ(em,m) = z—]»(e:ct,m—l) S Vm_1

und es gilt

(%)
S 2\/5 Km—1 Hvﬁ(ex‘t
L2(Kp—1,R9) T Vk

—(ext,m al —(ext,m
glestm) _ G )‘

(5.38)

|
LQ(K7,L71,R‘1) ’

Die linke Seite ist der Fehler, den wir bei der Approximation von @(¢*“™ durch die
projizierten stiickweise konstanten Funktionen begehen. Wir setzen daher

—(ext,m—1) .

Fehlerfunktion = = qglestm) _ plext;m—1)

Wir priifen die Voraussetzungen fiir die CAccioppPOLI-Ungleichung: K, ; {iber-
nimmt die Rolle von K und K,, die von D; aulerdem sind dist (K,,_1,0K,,) > 0
und K, 1 C K,,; also folgt

2. [RG

Va0 < Gz (K1, 0K,) 17 | o oy
Mit dist (Kpm—1,0K,,) = Ldist (K,0D) und Hg(e:vt,m)HLQ(KWRq) < Hﬁ(emt,meZ(Dqu)

erreichen wir

Qm\/@ i Hﬁ(ezt,m

IVE“ ™ o) < 7o (K.9D)

Mo pe-

Zusammen mit (5.38) erzielen wir die gewiinschte Abschétzung

< dm, /RGN R Hﬁ(emt
LQ(Kmflqu) - W% dZSt (K, 0D)

Hﬁ(emt,m) . S_v'm_la»(ext,m) ’

Mz e

Beweisschritt 2b: Approximation von #(¢**"~1 auf K,,

Nach Lemma 5.16 existiert fiir alle k € N wieder ein Teilraum V,,,_o mit dim (V,,,_5) <
gk und eine orthogonale Projektion

—

5:m—2 : L2 (D> Rq) 7 Am—2, Sm—2ﬁ(ext7m_1) = ,l—}»(ext,m—2) € Vm—2a
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sodaB gilt
2\/7 gKm 2
L2(Km,2,Rq) -7 Uk

Die Voraussetzungen fiir die CAcciorPPOLI-Ungleichung sind auch hier erfiillt, d.h.

2. /R=
HV (ext,m—1) HL2 P \/_C

_2,R9) d’lSt( m—2, aK H_’(emtm Y HL2(Km,1,Rq).

HV (ext,m—1) HL2(Km72,Rq).

,a'(e:ct,m—l) . Sm_21—[(ext,m—1))

Kombinieren wir die beiden Abschitzungen mit
1
dist (Kp—o,0K,_1) = —dist (K,0D),
m

erhalten wir

a’(ezt,m—l) _ gm_2ﬁ(ext,m—l)‘
Lz(Km727]Rq)
- dm,/REn  YKns Hﬁ(ext,m—l)H .
-~ n.Vk dist(K,0D) L2(Kom_1,R9)
Da aber
qlestm=1) _ §m_2ﬁ(em,m—1)
L2(K77L727Rq)

_ d'l.StLZ(Km,g,Rq) (,l—[(e:ct,m—l) + 1—)’(ext,m—1)’ <Vm_2, Vm—1|Km72>> )

erhalten wir mit

ﬁ(emt,m—l) — ﬁ(emt,m—2)_'_ﬁ(ewt,m—2)7
——
EVin—2

ﬁ(emt,m) — ﬁ(emt,m—2)_'_U(ext,m—2)_'_17(ext,m—1)

nach zwei Rekursionen die Abschéitzung

—(ext,m—2 — ) TS
5 gy = istsznaso (70 (Vs Vil )

<4m\/n5—n)2_ Br, s DK, s | .
T (dist (K, 8D)) L2(D,R9)

Beweisschritt 2c: Approximation auf K|

Die Abschétzungsprozedur aus den Schritten 2a und 2b kénnen wir solange wieder-
holen, bis wir bei K, angelangt sind, also noch (m — 3)-Mal. Damit haben wir am
Ende der Iteration die Fortsetzung @(°*® von # aufgesplittet, ndmlich

m—1
—(ext) __ —»emtm _ —»emtO emt,]
U =u = ) +
J=0
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1

V(ext,j)‘ K

\

>

=0

~— Ko —=
Km—z
Km—l

Abbildung 5.8: Fiir den Fall n = ¢ = 1 koénnen wir die Approximation
von u(**® bzw. die hinter dem Beweis stehende Idee graphisch darstellen. Auf
K,,_1 approximieren wir u(¢**™ durch die konstante Funktion v(¢*t™=1 sodaf
[|ulestm) — plertm=D]| ‘mgglichst klein ist. Diese neue Funktion u(¢**™~1 appro-
ximieren wir dann auf K,,_, usw. bis wir bei K, angelangt sind und u(°**

|
K
moglichst genau durch konstante Funktionen ausgeschépft haben. ’

(vgl. Abb. 5.8). Die Funktionen #(°**/) sind Elemente des Raumes

V = <‘/E]7 ‘/l‘K PREEE} Vm—1|K>7

(ext

d.h. wir konnen die Genauigkeit der Approximation von #(¢*" durch Funktionen aus

V' abschatzen durch

Hﬁ(ezt,O - d'l.StLZ(KJRq) (ﬁ'(ext)’ V)

_ ﬁ(emt,l) . goﬁ(emt,l)
m m—1
4m, /K@»n ' Hj:() QKJ' . Hﬁ(ext
- Vk (dist (K,0D))™

Lemma 5.16 erlaubt beliebige k£ € N, was wir ausnutzen, um uns des Faktors m™
zu entledigen, indem wir

) HLQ(K,R‘I)

Ny

k:=1v;-m", 11 >0,

wéhlen (91 bzw. Index 1 deshalb, um etwaige Verwechslungen mit der Elliptizitéits-
konstanten ¢ zu vermeiden).
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Beweisschritt 3: weitere Abschitzungen

Firm € Nund j =0, ...,m — 1 gilt mit den Uberlegungen aus Schritt 1

ok, @ +2Ldist (K,0D)
dist (K,0D) — dist (K,0D)
1 J
= Qpo— 4197
K Jist (K,0D) " “m
2
< o 2N g9l
(5.37) 9574 m

= 2 (77 + i) .
m
Damit ist

m—1 m— m m—1
H n+ )} ( ) T o+ 5) < cpa2n™
dist K@D -- [ ( iy

jZO =

fiir eine positive Konstante cp,® und wir haben fiir den Approximationsfehler die
Obergrenze

4. /R=n\™
distya i gy (00, V) < CPOt(wvg_ ) 2" | e
1

g8 \" m || ~(ex
< Cpot (7?"—\/771) (com) H“( t)HLQ(D,Rq)

mit der Konstanten

ﬁ o —
Co = /Rgmn.

Definieren wir S™ als die Verkettung von (Id — 5)), t = 0,....,m — 1, so ist der

Gesamtfehler

Hu _ Hﬁ(ext) . gmﬁ(ext)

< ep- (I )
L2(KRa) Pot 7T\7719_1 L2(D,R9) "

(ext,0) H
L2(K,R9)

Beweisschritt 4: Dimension des Approximationsraumes

Der Raum, in dem @(¢*"

approximiert wird, ist
V= (Vo, Vilg s s Va1l -

Da dim (V}) < ¢k, folgt dim (V') < mgk. QED]

6Diese Konstante hingt von n ab, was aber nicht dramatisch ist, weil wir uns, wie in Bemerkung
4.11 begriindet, fiir n &~ 1 interessieren.
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5.3.4 Lokale Niedrigrang- und H-Approximation von L1

Satz 5.18 hat in unserer Beweistechnik noch kein Pendant, wir miissen also noch
etwas Arbeit investieren, um vergleichbare Aussagen in der Hand zu halten.

Korollar 5.19 (Lokale Niedrigrangapproximation von E‘l) Seien o, 7 C )
2wei zulissige Mengen. Dann konvergiert der Operator S™L™' exponentiell gegen
L= und ist vom Maximalrang mqgk, genaver

= . S_,'mL—l < C_) m’
L£(L2(o,R9),L2(T,R9)) 0(5'39)( 07)

rnk (gmf_1> < mqgk

mait der Konstanten

8 m
C(5.39) ‘= CPot * (7T v ) - CQ. (5.39)
VU

Beweis:

(a) Seien o, 7 C € zwei zuldssige Mengen. Wir packen 7 in eine konvexe Ober-
menge K C D\ o und schliefen

_’mﬁ < ﬁ(ewt) _ gmﬁ(emt)

L2(TRY)  1CK

£y

L2(K ,Ra)
< CPot L : 6077 H ieet) H 9 .
Satz 5.18 T/ L2(D,R9)

(b) Mit dem Satz von LAX-MILGRAM gilt

17 o e = 1]l L2 g o)
< 12 L2 o)
<
< el
e ] P
supp(f)ce L?(oR7)

(c) Fassen wir die ersten zwei Beweisschritte zusammen, haben wir

gy = P (%)m'(amm'm“ﬂ
= ((5.39) (an)m“ﬂ

S™u

<
|

L2(o,R9)

L2(o,RY)
Andererseits ist

u—S"u

- s

L2(1,R9) L2(o,R9)

< HL-l _gmp H

L(L2(0 RO H (7 RT)) Hﬂ L2(o,R9)
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Da beide Abschiitzungen fiir alle f € L? (5, RY) gelten, folgt

E—l N S_v'mE—I

<c (g™ .
L(L2(o,R9)L2(T,RT)) (5:39) ( 077)

(d) Nach Satz 5.18 liegt S™i(*™ in einem Raum der Dimension hichstens mgk,
also ist rnk (g’”) < mgqk und somit

rnk <§m5_1> < min {rnk (5””) , rnk (E_1>} < mgqk.
[QED

Satz 5.20 (Lokale H-Approximation von (E‘1> ) Seieno, T C Q zwei zuldssi-

ge Mengen und s,t die assoziierten Indexteilmengen sowie s die Menge der Spal-
tennummern und t die Menge der Zeilennummern, vgl. Satz 5.13. Dann umfaft
b=t x 3 die Menge aller Indices von Matrixeintrdagen mit Informationen zum
Cluster B := 1 x a. Wir definieren den Matrixzteilblock

(), )= 1727

der RITZ-GALERKIN-Diskretisierung von L. Sei Imae der grofite Figenwert der
Massenmatriz.
Dann lautet eine lokale H-Approzimation von [(L‘l)h}

[(E_l)ng = [j*gmﬁ_lj]g

b

und erfillt

IA

¢(5.39) (€01)"™ Mmass (5.40)

I, = ).,
=k ([(27),.))

Beweis: Nach Korollar 5.19 gilt

IA

mqk. (5.41)

dim <§mf/_1> < mgqgk.

Da J : RN — HY(QRY) und J* : H ' (Q,RY) — R, folgt (5.41). Die
Abschétzung (5.40) beweisen wir analog zu Satz 5.13. [QED)
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5.4 Globale Approximationseigenschaft

Wie eingangs erldutert, miissen wir den Fehler H (Lh)_1 — C’HH2 abschétzen, um die
‘H-Approximierbarkeit der Inversen der FE-Matrix zu beweisen. Dazu fithren wir
eine Hilfsmatrix C}, ein, sodal nach Dreiecksungleichung statt obiger Differenz eben
H(Lh)_l — C’hH2 und ||C}, — Cy|, abzuschitzen sind. Im einzelnen miissen wir uns
noch mit den Punkten

e Abschétzung von [[(L71), — (L_I)H||2>

Abschétzung von ||[M~! — (M_l)H||2>

Definition der Hilfsmatrix C), := M~ (L), M1,

Abschétzung von H(Lh)_1 — Cth,

Definition der H-Approximation Cy von C} und

Bilanzierung des Gesamtfehlers H(Lh)_1 — CHH2

auseinandersetzen.

5.4.1 Steifigkeitsmatrix des inversen Differentialoperators

In den beiden vorigen Absétzen haben wir gezeigt, daBl wir die RITZ-GALERKIN-
Diskretisierung des inversen (Matrix-) Differentialoperators lokal, d.h. auf Clustern
B =1 xo0, 0,1 C Q zulissig, durch Rk-Matrizen darstellen kénnen. Dieses in
den Satzen 5.10, 5.13 und 5.20 formulierte Ergebnis verwenden wir, um die globale
Approximierbarkeit des inversen (Matrix-) Differentialoperators zu zeigen und einen
Kandidaten Cy, fiir die Approximation der inversen Steifigkeitsmatrizen (Lh)_1 bzw.

o\ -1
(Lh> zu konstruieren.

Bemerkung 5.21 Sei ¢jopar die Konstante, die bei der Abschdtzung der TAYLOR-
Entwicklung anfdllt, d.h.

) C(5.200CmCmn fiir skalare DG,
ClokAL *= { C(5.29)CmCmn b2W. C(5.39)  fiir DG-Systeme, (5-42)

Die eigentlich von m abhingenden Faktoren c,, und c,, , schlagen wir jetzt der Kon-
stante Ciopar 2u, denn zum einen st CpCmyn in der Gréffenordnung von bzw. kleiner
eins, zum anderen ist der in 5.3 vorgestellte Zugang allgemeiner (als die in 5.1 und
5.2 unternommenen Versuche) und kommt ohne diese Faktoren aus, d.h. durch diese
Mafinahme wird nichts vertuscht oder verfilscht, schlimmstenfalls geschont, weil die
Notation einfacher wird.

Bezeichne L' sowohl den inversen Matriz- als auch den inversen skalaren Dif-
ferentialoperator L. Lassen wir schliefilich die Unterscheidung zwischen co und cg
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fallen und schreiben nur noch ¢g, so schliefien die Sitze 5.13 und 5.20 den Satz 5.10
ein und mit (5.42) gilt

11, - ),

Wir brauchen fortan nur noch L™ zu betrachten. Den Mazimalrang der Blocke

< Clok AF Mg (C_0>77)m

=g . . . r—1 . . . .
[(L_1> ]ﬁ bezeichnen wir mit kI, " ; je nach Vorgehensweise haben wir zwei unter-
AR

schiedliche Angaben, ndmlich

|
kr = (m+n)! oder ky-1 = mgk. (5.43)

H  Satz 5.13 q min! " Satz 5.20

Korollar 5.22 (Globale H-Approximation von E‘l) Seien die Bezeichnungen
wie in den Sdtzen 4.13 und 5.13 bzw. 5.20. Dann kann die R1TZ-GALERKIN-Appro-
zimation von L™t durch die H-Matriz

(E—1> € H( LT Z) (5.44)
dargestellt und der Fehler durch die Konstante

67’7“[/7177-[ = OSP (1 + pT) Clok AF Mz (?On)m (545)

abgeschitzt werden, d.h.

H (E_l)h N (E_1>HH2 < errp-gg. (5.46)

1),

Beweis: Wir merken an, dafl die Struktur des H-Produktbaumes fiir skalare Diffe-
rentialgleichungen wie fiir Systeme dieselbe ist, sofern diese nicht gleichungs-, son-
dern knotenweise diskretisiert werden.

Weiterhin gilt

< Errp-1H + — :umax (547)
CE

Der maximale Rang der zulédssigen Blocke ist durch kfﬁ;{l nach oben begrenzt,
also haben wir (5.44) gezeigt.

Mit dem Schrankensatz 4.13 folgt fiir A := (ffl>h — (E_1>H

(2, ()L = e X 1), - (), )

CSP ’ Z Clok AF Mmaz (C_0>77)m
=0

= CSP (]' + pT) Clok AF Hpmag (C_O)n)m
= errp-1x.

IN
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Nach Lemma 3.7 ist (ffl) = J*L-1J, also ist
h
-1 71 |2 M
H(L— ) < HL— 7 < Hmaz (5 48
rll2 L(H-1(Q,R9),H} (2,R9)) £(RIN V) Satz 215 Cp
Mit der Dreiecksungleichung

1), = 1), = ) L+ 1),

Hll2 H kll2 hll2
folgt dann die verbleibende Behauptung. QED]

5.4.2 Massen- und Steifigkeitsmatrix

Als Bindeglied zwischen der inversen Steifigkeitsmatrix und der Ri1TZ-GALERKIN-
Diskretisierung des inversen Differentialoperators tritt die Massenmatrix auf, deren

Inverse durch eine H-Matrix approximiert werden kann und mu#f.

Lemma 5.23 (H-Approximation der inversen Massenmatrix) FEs gelte Satz
3.4 mit h := max;e; supp (;) und vol (supp (p;)) > ch™, ¢ > 0. Sei T ein bzgl. der
Standardzuldssigkeitsbedingung aufgebauter H-Produktbaum von I x I der Héhe pr

und Lt (T') die Menge seiner zuldssigen Blitter.
Dann existiert fiir alle ey > 0

(a) ein k(ep) € N mit

e = 0 (o <p_M)))

(b) eine Matrix

(M), = { MY, fiir [b] <k (ear)’

0 sonst

mit den Figenschaften

<em HM_1H2 = 81\/{ =lEp-1 =TT -1,
min

(M~Y),, e H(k(em), T, Z),

1M = (A7),

(c) eine Matrix

(M*)H — pT (zﬁg})ﬁ P,

(5.49)

(5.50a)

(5.50b)

(5.50¢)

(5.51a)
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wobei P die Permutationsmatriz aus (3.23) ist. Die Matrix (]\7_1> besitzt
H
die Figenschaften

Hﬁ_l_<]\7_l)HH2 = :fn (5.51b)
(]‘7_1>H € Hlgk(em),T,2), (5.51c)
H(M_I)HHQ = 1;:4- (5.51d)

Beweis: Fiir (a) und (b) siehe [BH03, Satz 4.3]. Bleibt uns, (c) zu zeigen, indem

H
wir die Ergebnisse aus dem skalaren Fall mit Hilfe des Absatzes 3.5.2 auf M !
iibertragen. Von dort wissen wir, dafl

— T — .
M =P "MgP, Mg = diag(M, ..., M),

gilt, also ist
— — —
M~ =P MG'P, Mg =diag(M™', .. ,M™").

Wir setzen daher

(Mg,l)H = diag (M), (M7Y),,) -

Aufgrund dieser Konstruktion folgt mit dem Satz iiber die Eigenwerte von Block-
diagonalmatrizen

et - (373

— faiag (a7 = (a7
- HM_l - (M_I)HHz

— (5.52)
(5.50b)  Hppin

s M= (M), )

HII2

Die Blocknebendiagonalen von <]\_4> 51) bestehen nur aus Nullen, also Blockmatri-
H

zen mit Rang 0. Dadurch wird der Maximalrang der zuléssigen Blocke von <]\_4) 51)

durch den Maximalrang der zuléssigen Blocke von (M 1), festgelegt, némlich & (e ).
Allerdings gehort unser H-Produktbaum T nicht zu (M~1),,.

Der zu einem zuléssigen Blatt von T gehorende Teilblock von MU st g-mal so
grofl wie der entsprechende Teilblock von M~ und besitzt daher einen g-mal so
grofien Rang, d.h. ¢ - k (e)r), womit (5.51c) gezeigt ist. Der in (5.51b) beschriebene
‘H-Néaherungsfehler folgt aus

= ()

HH2 H

= (via = (32), ) 7],
|PTIL PTG - (33, |, 121

EMm
Homin

_ H(PTMGP)_l—PT (Mg) P

2

IA

IN
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wegen HPTH2 = [|P||, = 1 und (5.52). SchluBendlich bleibt die Abschétzung des

ﬁ
maximalen Eigenwertes von (M _1) :
H

— — — —
1O, i (G77), =307 227
‘HI112  Dreiecksungl. H 2 2
S EM I 1
(5.51b) Fonin Honin
. 1‘|‘€M
Homin .

[QED]

Lemma 5.24 (Approximation der inversen FE- dr. eine Hilfsmatrix) Sei
en = cppm - h*® die FE-Konvergenzgeschwindigkeit aus Lemma 3.10. Dann kann die

NS
inverse Steifigkeitsmatrix (Lh) durch die Hilfsmatriz

Cp o= M (E—l)hz\?—l (5.53a)

angendhert werden mit dem Fehler
S0\ 1 —
H (L) -

Beweis: Wegen der Darstellbarkeit diskreter Operatoren durch die Verkettung kon-
tinuierlicher Operatoren mit dem Koeffizientenisomorphismus, vgl. Lemmata 3.3

N
und 3.7, bietet sich (5.53a) als kanonische Wahl zur Approximation von (Lh> an.
Wir schétzen den verursachten Fehler: wegen

(0) -a=m (3 () 5 (2),) 5

S 2CFE]V[h2a%. (553b)

2 man

%
und HM—1H — 1oL gilt
2

6"

Nach Definition der Operatornorm ist

S 3

2 Mmin i <Eh)_1 M (E_1>h (5:54)

2
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Wir behandeln aus Griinden der Ubersichtlichkeit zuerst den Zihler. Seien hierzu
F), o € R und Uy, 1= j?, Wy = J1 . Dann gelten

—

v Id- v
— —
= M'M-v
— e
= M ' JJ- v
—)_1 =2
= M Up,,
—_ —
w o= M ' Ju,.
= — T ) o oo
und wegen M~ = <M ) sow1e< nJwy ) = (J h,wh> , folgt
h L

L2(Q,R9)

— 1 = L —
. M 1 *:| VUp, Wh
L2(Q,R?)

[— —»_1 — 1 - = 1 =)

- ( RoL— M (J D J)

(3.27) L L2(Q,R9)
— ([Fr @)

(3.25) L L2(Q,R9)

[—> — —»_1_’ —
= (Rh—IdJrId—Qh}L Uh,w)
=T L L2(Q,R9)
— 21— — 2 15 —
< U <Id — Rh) L™, @R + H <Id - Qh) L™ v, L2(Q’Rq)] I whHL2(Q,Rq)
—\ -

< 2~H(1d—R>L—1* @

520 h Up, L2(O.RY) I whHLz(Q,Rq)

o= 2 crEmh® - [0 2o may | @l 20,0
= QCFEMh2a . Hj? . Hm
L2(Q,R?) L2(Q,R?)
< 2ermal®™ e - | O], W0,
Damit erhalten wir
o1 - 2¢ h* o, ||w
HM <Lh) M - <L_1> S Su = —;umam H—) Hh H Hh = 2CFEMh'2a/J“ma:E
nlle ~ v o[, - [[w]],

und mit (5.54) folgt dann die Behauptung. [QED)
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5.4.3 'H-Approximation der Hilfsmatrix

— — . —
Wir hatten die Hilfsmatrix O} erkliart zu M~} (L‘l) M=, sodaB fiir ihre H-

h
Approximation die Ersetzung aller vorkommender Matrizen durch die jeweilige H-
Approximierende naheliegt.

Lemma 5.25 (H-Approximation 6?1 der Hilfsmatrix) Das ezakte Produkt

Cop = (1\7—1>H~ (E—l)H~ (2\7—1>H (5.55a)

st eine H-Matrix mit Blockrang
k= (1+4pr)?-C2 - max {qk (en) ki, bmm} , (5.55b)

also C—';{ e H(k,T,Z), und approzimiert die Hilfsmatriz C?h mit dem Fehler

S —
HCh — CHH < Erre, H, (555(3)
2
wobes
€ 1+4¢ € g2
erre, n = —= - Mgnax + 4; M Cerrp-1q + M <e7’7°L1,H + M) . (5.55d)
CE  Wmin Honin min Cg

—
Beweis: Wir rechnen nach, dal C% die gesuchte Matrix ist. Mittels phantasievollem
Ergénzen, sodafl Differenzen von normalen und H-Matrizen entstehen, ist

LG = (), 5 (), (1), (1),

= 51+5;

mit den Summanden

5 (3007, (), 5
- o e

<
5 =
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Das Korollar 5.22 und das Lemma 5.23c verhelfen uns zu den Abschitzungen

Isily < 3= (3, 12, )L

S el
(5.51b) Homin P2 fhyin,
< E_M . :ugnax’
(5.48) Cp lu“mzn

Isaly < (7), 1E), - (27), )L 132

e [ R G M
(5.51d) Homin h HU2 Mypin

1+em
< 3 errp-1u,

Kor. 5.22 [y
s, < (1), [, 1 (27), L e = (1)
HI2 HII2 H

el (CON N LA CRON |

1+e¢
< +em (67”7’[/177—[ + M) Hl\—j_l — <ﬂ7_1)
H

Kor. 522 Myin CE

1+4+¢ €
S +em <€TTL1 H + m) oM
(5.51b) Homin CE Hoamin

2
Emt+ €
Honin CE

2

2

und somit

|G =Cu], < 18ul+ 1Sl + 16l

2
EM M 14+ey Em T € U
< AT ety e g+ PR

CE  Hmin Homin Homin CE

=. €errg, H-

Wir miissen noch den Blockrang von C_'H) bestimmen. Dafiir ist es sinnvoll, C_'H)
als exaktes Produkt von H-Matrizen zu berechnen, denn durch formatierte Multi-
plikation konnen wir ja jeden beliebigen Rang erzwingen. Nach Lemma 5.23¢ und
Korollar 5.22 gelten

(]\7‘1>H € H(qk (en), T, Z), (E—1>H eH (kﬁl, T, Z) ,

also folgt mit Satz 4.15 zuerst
H

<M—1>H . (E—I)H e H(ky,T,2)

fiir
Fi = (14 pr) - Cop - max { gk (ear) , b2, b }
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und dann
H
Cn€eH(KT, Z),
wobei
k = (1 +pT) ' Csp max {qk (5M> ) ]{31, bmm}
Qk’ (EM)a
= (1+pr)-Cypymax < (1+pr) - Cy,max {qk (em), kf]’;{l, bmm} ,
bmin

= (14 pr)-Csp - max{(l +pr) - Cspmax{qk(eM) kf[‘;;tl,bmin}}

(1+pT)Csp21

= (1+ pT - max {qk‘ S bmzn}

der maximale Blockrang ist. QED

5.4.4 Gesamtfehler und Rangbestimmung

Wir erreichen unser Ziel, namlich die Existenz einer H-Inversen fiir die inverse Stei-
figkeitsmatrix von elliptischen Differentialgleichungssystemen zu gewéhrleisten sowie
den Approximationsfehler zu kontrollieren, und erhalten den wohlverdienten Lohn
in Form von

Satz 5.26 (H-Approximation der inversen Steifigkeitsmatrix) Sei T ein
bzgl. der Standardzulissigkeitsbedingung gebildeter H-Produktbaum von I X I. Sei k
die Rangverteilung aus (5.55b).

Dann kann die Inverse der Steifigkeitsmatriz durch die H-Matrix

SN
Cy € H(k?,T, Z)

approximiert werden mit dem Fehler

-\l — 9 ,u,
(Lh) — CH S g = QCFEMh > Ta% + ETrTre, H-
2 mm

—
Beweis: Der Beweis ist vollkommen unspektakulédr. Den Blockrang von C% haben
wir bereits im letzten Lemma bewiesen. Fiir die Abschéitzung des Approximations-

fehlers ergéinzen wir die Hilfsmatrix C_)'h Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

6"

<l

- =
+HCh—CHH .
2 2

Die beiden Summanden wurden bereits in den Lemmata 5.24 und 5.25 abgeschétzt.
QED
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Kapitel 6

Numerische Tests

Zum Abschlufl der Arbeit wollen wir die theoretisch erlangten Aussagen durch nume-
rische Experimente untermauern. Hierzu geben wir den Blockrang ¢k vor, berechnen
die H-Inverse und beobachten den Invertierungsfehler HA CATH T de.

Wir stellen fest, dafl die Losung von linearen Gleichungssystemen wie sie bei der
Finiten-Element-Methode entstehen, durch die H-Invertierung nicht der Weisheit
letzter Schluf sein kann, und beenden die Arbeit mit einigen Praktikabilitédtsver-
suchen, in denen wir als Loser ein mit einem rangadaptiven H-CHOLESKY-Faktor
vorkonditioniertes CG-Verfahren verwenden. Zum einen sind Abschitzungen hierfiir
verwandt mit denjenigen fiir die H-Inverse, zum anderen erméglicht dieses Losungs-
verfahren Kostenersparnisse in erheblichem Umfang, sodafl wir in den Bereich der
praktisch relevanten Verfahren vorstoflen. Zuerst setzen wir uns mit den Algorith-
men und den Testaufgaben auseinander.

6.1 Algorithmen

Zur Losung der LAME-Gleichung mit linearen Finiten Elementen mufite Software
im Umfang von ca. 3000 Zeilen entwickelt werden. Soweit moglich, wurde auf die
von STEFFEN BORM und LARS GRASEDYCK entwickelte HLib (www.hmatrix.org)
zuriickgegriffen, um die H-Arithmetik nicht implementieren zu miissen. Jedoch sind
einige Modifikationen vor allem im Bereich der Verwaltung von Gitterpunkten bzw.
Freiheitsgraden und der Routinen zur Cluster-Erzeugung erforderlich gewesen, damit
auch Systeme von Differentialgleichungen behandelt werden koénnen.

Wir miissen zuerst ein Gitter bereitstellen und die H-Strukturen anlegen.

Algorithmus 6.1 (Grundverfahren)

(a) Gitter einlesen/erzeugen

(b) Cluster-Baum fiir PDE-Systeme erzeugen
buildcluster_grid2d_system

101
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(c) Assemblierung der Steifigkeitsmatriz im Sparse-Matriz-Format
lame_system_grid2d
und der rechten Seite
e rhs_lame_system_grid2d bei konstanten Koeffizienten
e rhs_lame_system_jump_coeff_grid2d be: springenden Koeffizienten

(d) Aufbau der H-Matriz-Struktur

build_fem_supermatrix_from_cluster

(e) Konvertierung der Steifigkeitsmatriz vom Sparse- ins H-Matriz-Format
e convertsparse3sym_supermatrix fir symmetrienutzende Loser
e convertsparse3_supermatrix sonst

(f) Lisen des linearen Gleichungssystems gemdf der Algorithmen 6.2 oder 6.3

Die Losung des linearen Gleichungssystems kann auf verschiedenen Wegen be-
rechnet werden.

Algorithmus 6.2 (Losen durch H-Invertierung)
— solveEqsByHInversion

(a) Berechne H-Inverse der Steifigkeitsmatrix

(b) Berechne Lisung des linearen Gleichungssystems durch Matriz-Vektor-
Multiplikation von H-Inverser mit dem Lastvektor.

Wir werden im Laufe dieses Kapitels sehen, dafl die Approximation der H-
Inversen mit einer zum Diskretisierungsfehler passenden Genauigkeit sehr viel Spei-
cher und Rechenzeit erfordert. Deshalb interessieren wir uns fiir Modifikationen,
die zu sparsameren Verfahren fithren. Hier bieten sich verschiedene Moglichkeiten
an. Zunéchst stellen wir auf rangadaptive Rechnung um. Fiir diese kann man zwar
nichts beweisen, aber letztlich ist uns eine gute Approximation lieber als die genaue
Kontrolle bzw. Kenntnis der Rangverteilung. Dann riicken aber auch neue Losungs-
verfahren wie die CHOLESKY-Faktorisierung oder das CG-Verfahren, die sich fiir
symmetrisch-positiv-definite Matrizen geradezu aufzwéngen, in unser Blickfeld.

Algorithmus 6.3 (Losen durch Pjhyerse CG-Verfahren)
— solveEqsByCGMwithInvPCsparse

(a) Berechne (Niedrigrang-) H-Inverse der Steifigkeitsmatriz

(b) Starte das CG-Verfahren mit dem eben berechneten Vorkonditionierer

Algorithmus 6.4 (Losen durch Py cyorpsky CG-Verfahren)
— solveEqsByCGMwithCholPCsparse
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‘ Verfahren ‘ Operationen ‘ Speicher ‘ Bemerkungen
MVM n? n?
Gauf3/LU n? n?
FFT nlogn
Cholesky n3/2 n?/2
LU f. Bandmatrix | nm? Bandbreite 2m + 1
Cholesky f. Bandm. | nm?/2 Bandbreite 2m + 1
CG-Verfahren n
Mehrgitter n
H-Matrix Cspknlogn [GH02, Lemma 2.4]
H-MVM Cspknlogn [GH02, Lemma 2.5]
H-MMM C? k*n (logn)® [GHO02, Th. 2.20]
H-Invertierung C? k*n (logn)® | 3 H-Matrizen | [GH02, Th. 2.29]
H-Cholesky C% k?n (logn)® | Cyknlogn/2 | [Be05], [GKLOS]

Tabelle 6.1: Gegeniiberstellung des Rechen- und Speicheraufwandes verschie-
dener Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystemes Ax = b mit
A € R™™ und b,z € R". Alle Angaben sind im O ()-Sinne zu verstehen. Ob
rangfest oder -adaptiv gerechnet wird, wirkt sich in den (Fehler- und) Kosten-
abschétzungen nicht aus, weil wir bei rangadaptiver Rechnung nicht einmal Mut-
mafungen iiber die Rangverteilung anstellen konnen, also vom schlechtesten Fall
ausgehen miissen und der wird bereits durch die Uberlegungen bzgl. der rangfe-
sten Arithmetik abgedeckt.

(a) Berechne (Niedrigrang-) H-CHOLESKY -Faktor der Steifigkeitsmatriz

(b) Starte das CG-Verfahren mit dem eben berechneten Vorkonditionierer

Abschéatzungen fiir die H-CHOLESKY-Zerlegung oder die Vorkonditionierung des
CG-Verfahrens mit einem H-CHOLESKY-Faktor basieren auf den Abschéatzungen fiir
die H-Inverse, s. [Be05], [GKLO05], [Hb06]. Tabelle 6.1 gibt Auskunft iiber die Kosten
der verschiedenen Verfahren.

6.2 Die Testprobleme

Eine Ubersicht der fiir die vorliegende Arbeit gewihlten Gebiete (im weiteren auch
Geometrien genannt) und Gitter, die mit Femlab bzw. Comsol erzeugt wurden, zeigt
Abbildung 6.1.
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Abbildung 6.1: Ubersicht der gerechneten Gebiete und Gitter.
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Gerechnet wird ausschlieBlich die zweidimensionale LAME-Gleichung (sieche Ab-
schnitt 2.4.2 bzw. Beispiel 2.16) mit DIRICHLET-Nullrandwerten. Fiir unsere Test-
rechnungen begniigen wir uns mit der polynomialen Losung

= (61

Weil die Losung immer glatt ist, wirkt sich das Springen der Koeffizienten A und pu
auf die rechte Seite aus. Wir setzen

o o 1 fiir z € weifle Teilgebiete,
AMa)i=1 p(e) = { 103 fiir x € rote Teilgebiete, (6.1a)
gelegentlich Parametertyp 3 genannt, und
o [ 107* fiir z € weiBe Teilgebiete,
Aa) =1, p(r):= { 10® fiir z € rote Teilgebiete (6.1b)

(Parametertyp 4).

6.3 Ergebnisevaluierung

In diesem Abschnitt fahren wir hauptsichlich Tests zur Uberpriifung unserer theo-
retisch gewonnenen Resultate, d.h. wir geben den Blockrang k bzw. gk vor (al-
so rangfeste Arithmetik), berechnen die inverse H-Matrix und beobachten den/die
auftretenden Fehler.

In den folgenden vier Unterabschnitten stellen wir die Ergebnisse fiir die Geo-
metrien 2 und 3 sowie die Parametertypen 3 und 4 vor. Die Struktur ist jeweils
dieselbe. Als erstes widmen wir uns dem Invertierungsfehler

|- AT = 1d]],.

wobei A die zu invertierende Matrix und A~ ihre berechnete H-Inverse bezeich-
net. Unseren theoretischen Ergebnissen zufolge mufl dieser Fehler mit zunehmendem
Blockrang k bzw. gk = 2,4,8,16,...,64,72, ..., 128 kleiner werden. Praktisch inter-
essant sind der Zeitbedarf und der Gesamtspeicher. Beim Zeitbedarf beschrinken
wir uns auf eine graphische Darstellung des Aufwandes fiir die Invertierung und die
Matrix-Vektor-Multiplikation, weil alle anderen Schritte im Vergleich hierzu kaum
Zeit beanspruchen. Als Gesamtspeicher geben wir den tatséchlich benttigten Ar-
beitsspeicher an: der Invertierungsalgorithmus verlangt Speicherplatz fiir drei Ma-
trizen und den wollen wir nicht unterschlagen.

Die Mef3daten stellen wir hier des Leseflusses willen nur graphisch dar; die Mef3-
werte selbst sind im Anhang B.2 tabellarisiert.

Den Abschlufl dieses Abschnittes bilden ein vorlaufiges Resiimee und einige klei-
nere Experimente mit rangadaptiver Berechnung der H-Inversen.
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6.3.1 Geometrie 2 und Parametertyp 3

Invertierungsfehler

Vgl. Tabelle B.1.

10

T T
——— 6946 DoF’s
— 28226 DoF's

\
10° | |
\

‘
‘

10° FAL
\7——,

10° \
107 + \\

107

. . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Blockrang kq

Abbildung 6.2: Fehler fiir rangfeste H-Invertierung.

Die Invertierungsfehlerkurve ist fiir niedrige Blockréinge oszillierend, was bedeu-
tet, dafl das Verfahren noch nicht justiert ist. Sehen wir uns ||u — uyl|;2 an, stellen
wir fest, daf§ dieser Fehler erst dann nicht mehr kleiner wird, wenn der Invertie-
rungsfehler sich in der Gréfenordnung von eins bewegt, d.h. fiir 6946 Unbekannte
bendtigen wir kg > 32 (also kq fiinf Tausendstel der Unbekanntenzahl oder kleiner),
fiir 28226 Unbekannte kg > 64 (also kq ca. 2.5 Tausendstel der Unbekanntenzahl
oder kleiner). Bei einer Halbierung der Schrittweite sollte also der Blockrang verdo-
pllet werden.

Zeitbedarf

Vgl. Tabelle B.2.

Unabhéngig von der Gréfle des Blockranges wird der Clusterbaum fiir 7938 Frei-
heitsgrade in rund einer Hundertstel Sekunde aufgebaut, fiir 32258 Freiheitsgrade
sind drei bis fiinf Hundertstel Sekunden erforderlich.

Der Aufbau der H-Matrix-Struktur hingegen ist abhéngig vom Blockrang. Bei
7938 Freiheitsgraden nimmt er kontinuierlich von einer Zehntel Sekunde bis fiinf
Zehntel Sekunden zu. Bei 32258 Freiheitsgraden wichst der Zeitbedarf von vier
Zehntel auf drei Sekunden an.

Die Konvertierung der diinnen FE-Matrix in eine H-Matrix ist wiederum un-
abhéngig vom Blockrang und betriagt zwei bzw. zehn Zehntel Sekunden.
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Den Hauptteil nimmt die Berechnung der H-Inversen in Anspruch. Die Matrix-
Vektor-Multiplikation zur Losung des linearen Gleichungssystems bendtigt ca. ein

Promill dieser Zeit.
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Abbildung 6.3: Zeit fiir rangfeste H-Invertierung und MVM.

Speicherverbrauch

Vgl. Tabelle B.3.

8000

Gesamtspeicher [MB]
w £
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Abbildung 6.4: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangfeste H-Invertierung.
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6.3.2 Geometrie 2 und Parametertyp 4

Invertierungsfehler

Vgl. Tabelle B.4.

10°

T T
—— 6946 DoF's
— 28226 DoF's

10* +
10° +
10° +
107 +
10* +
10° +

10° +

107

. . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Blockrang kg

Abbildung 6.5: Fehler fiir rangfeste H-Invertierung. Der Fehler fiir kg = 2 auf
dem grofien Gitter betriigt rund 10%° und wurde weggelassen, damit er den Plot
aufgrund seiner Dominanz nicht verwischt.

Auch hier beobachten wir, daf§ der Invertierungsfehler mit wachsendem Block-
rang fillt. Da z nun um den Faktor 10° springt, wirkt sich auf den Blockrang kaum
aus: fiir k¢ > 36 wird der L2-Fehler nicht mehr kleiner, d.h. fiir ca. fiinf Tausend-
stel der Unbekanntenzahl erreichen wir eine gute H-Approximation der Inversen; ab
diesem Blockrang féllt auch der Invertierungsfehler streng monoton. Entsprechend
gelten die Aussagen fiir 28226 Unbekannte.
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Zeitbedarf

Vgl. Tabelle B.5.

IS
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W
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/
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Blockrang kq

140

Abbildung 6.6: Zeit fiir rangfeste H-Invertierung und MVM.

Speicherverbrauch

Vgl. Tabelle B.6.
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Abbildung 6.7: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangfeste H-Invertierung.
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6.3.3 Geometrie 3 und Parametertyp 3
Invertierungsfehler

Vgl. Tabelle B.7.

10" : .
| 7938 DoF's
——— 32258 DoF's
2|
10° L

10” +

10° +

s

107

. . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Blockrang kg

Abbildung 6.8: Fehler fiir rangfeste H-Invertierung.

Ab Blockrang kq = 24 (7938 Unbekannte) bzw. 48 (32258 Unbekannte) féllt der
Invertierungsfehler strikt. Fiir diese Werte nimmt der L2-Fehler auch den kleinsten
gemessenen Wert an. Wiederum gelten: kq ist ca. drei Tausendstel der Unbekann-
tenzahl und bei Halbierung der Schrittweite mufl kg verdoppelt werden.
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Zeitbedarf

Vgl. Tabelle B.8.

60 : :
7938 DoF's
——— 32258 DoF's
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£ 30}
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Abbildung 6.9: Zeit fiir rangfeste H-Invertierung und MVM.

Speicherverbrauch

Vgl. Tabelle B.9.

Gesamtspeicher [GB]

T T
—— 7938 DoF's
gll— 32258 DoF's

=
T

o
T

~
T

w
T

-

S

20 40

I I I I
60 80 100 120
Blockrang kg

140

Abbildung 6.10: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangfeste H-Invertierung.
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6.3.4 Geometrie 3 und Parametertyp 4

Invertierungsfehler

Vgl. Tabelle B.10.

T T
—— 7938 DoF's
—— 32258 DoF's |

L L
20 40

I I
60 80
Blockrang kg

Abbildung 6.11: Fehler fiir rangfeste H-Invertierung.

Die Aussagen von 6.3.3 konnen iibernommen werden, das Springen des Koeffizi-
enten p um den Faktor 10° statt 10® wirkt sich nicht aus. Ebensowenig scheint sich
die Anderung der Geometrie auszuwirken.

Zeitbedarf

Vgl. Tabelle B.11.

Zeit [min]
PR NN ®w W B A Q
o o6 @ 8 & & & & & 38
T T T T

o

T
—— 7938 DoF's

[| — 32258 DoF's

40

L L
60 80

Blockrang kq

Abbildung 6.12: Zeit fiir rangfeste H-Invertierung und MVM.

100 120 140
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Speicherverbrauch

Vgl. Tabelle B.12.

T
—— 7938 DoF's
8 —— 32258 DoF's

» ) )
T T T

Gesamtspeicher [GB]

w
T
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. . . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Blockrang kq

Abbildung 6.13: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangfeste H-Invertierung.
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6.3.5 Rangadaptive H-Invertierung

Bei rangfester Arithmetik haben wir keinen Anhaltspunkt fiir die Grosse des Ap-
proximationsfehlers. Da uns dieser aber wichtiger ist als die genaue Steuerung des
Ranges, geben wir im folgenden den (blockweisen) Invertierungsfehler

e=10"110"2..,1071

vor. Weil sich die H-Matrizen bei der Behandlung von stark springenden Koeffizi-
enten bewihrt haben, testen wir gleich nur den Parametertyp 4, s. (6.1b), auf/{iber
der Geometrie 3.

Die Ergebnisse, aus denen die Grafiken generiert wurden, stehen in den Tabellen
B.13 bis B.16.

Invertierungsfehler

10%

T
—— 7938 DoF's
— 32258 DoF's

o | |

10

100 L

,
10 10° 10" 107" 10
Fehler e

Abbildung 6.14: Fehler fiir rangadaptive H-Invertierung.
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Zeitbedarf
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Abbildung 6.15: Zeit fiir rangadaptive H-Invertierung und MVM.

Speicherverbrauch
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3000 — 32258 DoF's /
rd
2500 ///
o) 7
2
E 2000
g 1500 -
8
1000
500 /// I
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Fehler e
Abbildung 6.16: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangadaptive H-Invertierung.

Vergleich von rangfester mit -adaptiver Arithmetik

Um ein bzgl. des Invertierungsfehlers gleichwertiges Ergebnis zu produzieren, benotigt
die rangadaptiv berechnete H-Inverse

e ca. 2/9 des Speichers

e und ca. 1/3 der Rechenzeit.
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7 15 |16
19 |1s|17 20
12(8 |19 |23 |18|21 3 5
22 12|27 |28 |24 |26
i ) 17[14
7112/ 18 17 15| 22
12, 22| 25 |18 3 4 28|26 |27 23
19 |s |27 22(19 |20]18
15|15 19|27 28|25
16|17 |23 |28 30|28| 30
18 |24 3 4 27
20 |12

Hi ii7m 1281|122,

1415 |26 |19

3 5 21 27 |20

23 |18

Abbildung 6.17: Gegeniiberstellung von rangfester und rangadaptiver Arith-
metik. Bild (a) zeigt die Rangverteilung bei fester Arithmetik (kg = 22), (b)
bei adaptiver Arithmetik (¢ = 107%); beide Matrizen erzeugen den gréfenord-
nungsméfig gleichen Invertierungsfehler. Griine (helle) Blocke sind zuléssig, rote
(dunkle) unzuléssig; die Zahlen geben den Blockrang an.

Wir restimieren, dafl rangadaptive Arithmetik der rangfesten iiberlegen ist.

Bei rangadaptiver Arithmetik werden erheblich mehr Blocke fiir zuléssig befun-
den als bei rangfester Arithmetik (s. Abbildung 6.17).

6.4 Praktikabilitatsversuche

Wie die Versuche mit rangadaptiver Arithmetik gezeigt haben, kann die Speicher-
bedarfsituation entschérft werden, zufriedenstellend ist sie jedoch immer noch nicht.
Im Kontext von FE-Matrizen ist das CG-Verfahren ein weit verbreiteter Loser, fiir
den eine ganze Palette von Vorkonditionierern existiert, u.a. auch ein mit rangadap-
tiver Arithmetik berechneter CHOLESKY-Faktor. Dieses Verfahren nehmen wir nun
unter die Lupe.

Wir rechnen wieder die LAME-Gleichung mit dem Parametersatz (6.1b) und den
Geometrien 3 (zu Vergleichszwecken), 6, 7 und 8. In den Grafiken (und den im
Anhang zu findenden Tabellen) sind nur Messungen fiir ¢ < 10~ dargestellt: fiir
groffere Werte ist die Approximation so ungenau, dafl das CG-Verfahren sie nicht
mehr als Vorkonditionierer verwenden kann und abbricht.
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6.4.1 P17 cCholeskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 3

S. Tabellen B.17 und B.18

Invertierungsfehler

10°

10” +

10°

107+

10° +

107

T
—— 7938 DoF's
— 32258 DoF's

— 130050 DoF’s

107 - =
10 10

Verfahren.

Abbildung 6.18: Fehler fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-

L
107 1078

Zeitbedarf

T
—— 7938 DoF's

71f ——— 32258 DoF's
— 130050 DoF'’s

Zeit [min]
S

Verfahren.

Abbildung 6.19: Zeit fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
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Speicherverbrauch
350 : ‘ ‘ ‘ ‘
——— 7938 DoF's B
—— 32258 DoF's _—
3001 130050 DoF's _— )
250 _ |
g -
E 200 / B
% 150} 1
8
100} 1
50 R ——— A
ol = ‘ - ‘ -
10 10° 10 107" 10" 10" 10
Fehler e
Abbildung  6.20: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangadaptive H-Cholesky-

Faktorisierung und PCG-Verfahren.
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6.4.2 Py choleskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 6

S. Tabellen B.19 und B.20

Invertierungsfehler

10°

10° +

107

10+

107 -

10°

0

— 5058 DoF’s
—— 20354 DoF's

—— 81666 DoF's

Verfahren.

1070 1077 107

Fehler g

Abbildung 6.21: Fehler fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-

Zeitbedarf
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Abbildung 6.22: Zeit fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
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Speicherverbrauch
250
T 5058 DoF's
—— 20354 DoF's
81666 DoF's
200
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g 1001
(U]
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0 -4 — -6 -8 -10 -12 -14 -16
10 10 10 10 10 10 10
Fehlere
Abbildung 6.23: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangadaptive H-Cholesky-
Faktorisierung und PCG-Verfahren.
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6.4.3 P cCholeskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 7

S. Tabellen B.21 und B.22

Invertierungsfehler
10° :
—— 49058 DoF's
\ —— 197632 DoF's
10° + ,
107
10+
10° F
10° F
10 10 10 10 10 10 10
Fehlere
Abbildung 6.24: Fehler fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
Verfahren.
Zeitbedarf

T
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Abbildung 6.25: Zeit fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
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Speicherverbrauch
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Abbildung  6.26:

10" 10°
Fehlere

Gesamtarbeitsspeicher  fiir
Faktorisierung und PCG-Verfahren.

rangadaptive  H-Cholesky-
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6.4.4 Py cCholeskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 8

S. Tabellen B.23 und B.24

Invertierungsfehler
Abbildung 6.27: Fehler fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
Verfahren.

Zeitbedarf

T
— 16338 DoF's
—— 65826 DoF's

[| —— 264258 DoF's

Verfahren.

10*]0
Fehler e

107" 10" 107

Abbildung 6.28: Zeit fiir rangadaptive H-Cholesky-Faktorisierung und PCG-
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Speicherverbrauch
1200 T T T T T
— 16338 DoF's
— 65826 DoF's
—— 264258 DoF's
1000
& 800F ///
=) ///
E -
2 600
g 400+ B
200 .
o5 = o 5 " 15
10 10 10 10 10 10 10
Fehler e
Abbildung  6.29: Gesamtarbeitsspeicher fiir rangadaptive H-Cholesky-
Faktorisierung und PCG-Verfahren.
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6.5 Resiimee

Zur Ergebnisevaluierung

Das Anliegen der Ergebnisevaluierung war, die in Kapitel 5 gewonnenen Theorieaus-
sagen durch numerische Tests zu stiitzen. Dazu muten wir die H-Approximation
der Inversen einer FE-Matrix zu vorgegebenem Blockrang k bzw. kq berechnen und
den Invertierungsfehler protokollieren. Die Auswertung hat das vorhergesagte und
gewiinschte Resultat geliefert: je hoher wir den Blockrang schrauben, je genauer wir
also rechnen, desto kleiner wird unser Fehler.

Interessant ist die Beobachtung, daf§ der Blockrang kq in der Gré8enordnung von
einem Tausendstel der Anzahl der Freiheitsgrade sein sollte, um gute Ergebnisse zu
erzielen. Das Beispiel der Geometrie 3 in Verbindung mit dem Parametertyp 4, der
quasi bedingt, daf die beiden Quadrate |—1, 0[2 und |0, 1[2 im wesentlichen nur iiber
den Ursprung des Koordinatensystems miteinander verbunden sind, legt nahe, dafl
die H-Matrizen gegeniiber der Geometrie recht unempfindlich sind.

Die H-Inverse als Gleichungssystemloser hat leider zwei Haken. Fiir ein System
mit 30000 Unbekannten miissen wir rund 50 Minuten veranschlagen. Hinzukommen
kommen noch Vorarbeiten wie Aufbau des Cluster-Baumes etc., die in der Summe
aber nur ein Hunderstel der Invertierungszeit benotigen.

Wegen des hohen Speicherverbrauchs konnten wir leider keine Gitter der néchst-
feineren Stufe, also mit rund 120000 Unbekannten, verniinftig rechnen: ab Blockrang
kg = 60 werden i.a. mehr als 16 GB Arbeitsspeicher benétigt, sodafl das System mit
Auslagerungen in Swap-Dateien beginnt. Zeitmessungen sind hier nicht mehr sinn-
voll.

Zu den Praktikabilititsversuchen

Damit wir die Arbeit nicht mit dem Fazit ‘H-Matrizen kommen mit stark springen-
den Koeffizienten und wildesten Geometrien zurecht, brauchen aber ewig viel Zeit
schliefen miissen, demonstrieren wir ihre Leistungsfihigkeit anhand eines PCG-
Verfahrens.

Zunéchst stellen wir auf rangadaptive Arithmetik um und sparen dabei jeweils
ein Drittel Rechenzeit und Arbeitsspeicher. Angesichts der urspriinglich hohen Ko-
sten der H-Invertierung scheint aber eine rangadaptiv berechnete H-Inverse als Vor-
konditionierer fiir das CG-Verfahren immer noch wenig attraktiv zu sein. Statt ihrer
berechnen wir also gleich den H-CHOLESKY-Faktor, der uns dann auch die ersehnten
schénen Ergebnisse liefert.

Wiéhlen wir Geometrie 3 mit Parameter 4 als Ausgangsbasis fiir einen Vergleich,
bendtigen wir mit dem PCG-Verfahren gegeniiber der rangfesten H-Inversen nur
ca. ein Fiinfzehntel des Arbeitsspeichers und ein Siebtel der Rechenzeit, um einen
gleichwertigen Approximationsfehler zu erzeugen. Sind wir hingegen nur an einer
guten Approximation der Losung (und nicht der Matrix) interessiert, kommen wir
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mit jeweils einem Zwanzigstel der Kosten aus.

Gesamtbewertung

Die Methode der H-Matrizen eignet sich also hervorragend, um H-CHOLESKY-
Faktoren als Vorkonditionierer fiir das CG-Verfahren zur Lésung von linearen Glei-
chungssystemen, wie sie bei der Finiten-Element-Methode entstehen, zu berechnen.



Anhang A

Mathematische Erginzungen und
Nachtrage

A.1 Matrixnormen

In diesem Abschnitt sammeln wir gezielt das fiir diese Arbeit relevante Wissen um
Matrizen, Eigenwerte und Matrixnormen.

Wir verwenden zwei Vektornormen, ndmlich die EUKLIDische Norm

n
., : R* — R, z+— Zx?
i=1

und die Maximums- oder Unendlichnorm

.l R" — R, x+— max{|z1],...,|zs|}.
Jeder Vektornorm kann eine Matrixnorm per
II.]| : R™" — R, A’%SUp{M'I'GR \{0}}

zugeordnet werden. Die Verallgemeinerung der EUKLIDischen Norm auf Matrizen ist
die FROBENIUS-Norm

.|z : R™" — R, Ar—

Von der EuKLIDischen Norm abgeleitet und sehr wichtig ist die Spektralnorm, die
von der Notation her leicht mit der FROBENIUS-Norm verwechselt wird. Sie ist
zunéchst definiert als

[ Azl

]l

.l : R™™ — R, A+— sup{

GR"\{O}}.

127
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Bezeichnet (.,.) das EukLiDische Skalarprodukt, so folgt aus der Definition der
Spektralnorm

1Al

(Az, y)
pum— Rn 0 ‘
2 [Hb93, Lemma 2.9.3] max{ (z,y) z,y € R"\ {0}

Ist A eine normale Matrix, d.h. AAT = AT A, so gilt

1Al b5, Sats 295 p(A) :=max{|\| : X ist Eigenwert von A}.

Ist A ein Eigenwert der Matrix A, so ist % ein Eigenwert der Matrix AL, Ist die
Matrix A positiv definit, gilt sogar

|All, = groBter Eigenwert von A = Az,
1

W = kleinster Eigenwert von A = A ,i.
2

Die Kondition einer Matrix A ist normabhéngig definiert als
cond (A) := ||A] - HA_lH.

Um Unabhéngigkeit von der Matrixnorm zu erlangen, fithrt man die Konditionszahl
ein. Sie ist definiert als

grofiter Eigenwert von A

A =p(A)-p(A7!
£ (4) grofter Eigenwert von A1 p(A)-p(47)
B grofter Eigenwert von A A\pge
A positiv definit  kleinster Eigenwert von A  Anin
[Hb93, S. 54].

Bemerkung A.1 Die Massenmatrizen M und M

e sind symmetrisch und positiv definit,

o besitzen als kleinsten und gréfiten Eigenwert ;.. und [, ...

Deshalb besitzen die Inversen als kleinsten und groften Eigenwert p\. und p,}
d.h.

1]l = 3] =

11 _ l77=1ll _ 1
e, = ], =
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A.2 Aquivalenz von Normen

Unter diesem Punkt tragen wir verschiedene Ungleichungen zusammen, die in der Li-
teratur gewohnlich im Rahmen der Aquivalenz von Normen behandelt werden oder
zwischen Elliptizitdt und Koerzivitat leben. Die Voraussetzungen und die Quanti-
fizierung der Konstanten variieren in der Literatur sehr stark, sodafl wir an dieser
Stelle versuchen wollen, moglichst viel aus der bekannten und/oder wichtigen Lite-
ratur zusammenzutragen.

Die Ungleichung von FRIEDRICHS
FrIEDRICHS-Ungleichung fiir DIRICHLET-Nullrandbedingung

Vgl. [Br97, S. 29] oder [Ve76, S. 59, Formel (2.66)]. Fiir ein beschrénktes Gebiet
) C R™ existiert eine nur vom Gebiet abhéngige Konstante ¢q > 0 derart, dafl

lull 20y < Ve l|Oull 2 < Vialulgq Vue Hy () (A1)

(die zweite Ungleichung ist trivial). Nach [GTO01, S. 164] ist éq = (vol () ~w;1)2/n
mit w, als Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel (siche Lemma 5.3).

FrieDRICHS-Ungleichung fiir inhomogene DIiRICHLET-Randbedingung

Auch PoiNcARE-Ungleichung fiir H'(Q) oder verallgemeinerte POINCARE-
Ungleichung genannt. In [BS02, Lemma 4.3.14] oder [GT01, Formel (7.45)] finden
wir fiir ein bzgl. eines Balls B sternformiges Gebiet (also insbesondere fiir konvexe
Gebiete) €2, daB

lu =Tl 2y < llu =Tl 1) < calulppgy Yu€ H(Q) (A2)

mit der Konstanten u := ﬁ(ﬂ)

konvexer Gebiete ist

Jo u(z)dz (die erste Ungleichung ist trivial). Im Falle

W, o
= * g
ca [GTO1, Formel (7.45)] (vol (S )) @

mit S C () beliebig, aber mef3bar. Beachte:

—112 2 _
Ju— U||L2(Q) = ||UHL2(Q) —wol () - 7.

FrieDricHS-Ungleichung fiir vektorwertige Funktionen
Sei {2 C R™ beschriankt. Dann gilt

||ﬁ||L2(Q,]Rq) < Ve |ﬁ|H1(Q,Rq) Vi € H& (QaRq) (A-3)
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mit derselben gebietsunabhingigen Konstanten éq > 0 wie in (A.1).

Beweis: Aus @ € Hj (2, R?) folgt uy, ..., u, € H} (), also diirfen wir (A.1) anwen-
den:

112 . 4 < I ~ 2 o~ 12
HUHL?(Q,RCI) = Z ||uiHL2(Q) = ZCQ |ui‘H1(Q) = Co |u‘H1(Q,Rq) :
=1 =1

[QED]

Im Falle von inhomogenen DIRICHLET-Randbedingungen liefert die gewiinschte
Aussage die POINCARE-Ungleichung fiir vektorwertige Funktionen, s. S. 131.

Die Ungleichung von POINCARE
1. Ungleichung von POINCARE

Sei 2 C R™ ein beschrinktes oder — nach [Wlo82, Satz 7.6] — zumindest in eine
Richtung beschrianktes Gebiet (das als Vereinigung von bzgl. eines Balls sternformi-
ger Gebiete dargestellt werden kann). Dann existiert eine nur von m und dem Durch-
messer von {2 abhéngende Konstante co > 0, sodaf3

[ull gy < o |ulgm@) Vu€ Hg"(Q2), meN (A4)

(vgl. [BS02, Proposition 5.3.5], [DL88, S. 125/126], [GT01, Formel (7.44)], [Ve76, S.
63, Formel (2.75)], [Wlo82, Satz 7.6]).
2. Ungleichung von POINCARE

Vgl. [Wlo82, Satz 7.7]. Sei Q beschriankt und erfiille die gleichméBige Kegelbedin-
gung. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, sodaf3

/ d*u
Q

Diese Ungleichung ist die Verallgemeinerung von (A.2). Die Quantifizierung der sog.
PoiNcaREschen Konstanten c ist, wie in[DL88, S. 127 — 130, insbes. Remark 5]
ausfithrlich dargelegt wird, nicht ohne weiteres moglich.

2

||u||i1m(g) < |U|§{m(9) + Z Vue H™(Q), meN. (A5)

|a|<m

Unter der Annahme von Konvexitdt gelang jedoch PAYNE und WEINBERGER
im Jahre 1960 die Bestimmung einer optimalen POINCARE-Konstanten [PW60].
Ein korrekter Beweis findet sich in [Be03]. Sei also 2 C R™ ein konvexes Gebiet vom
Durchmesser 9. Dann gilt

%19)

< — IVull o) Vu € H'(Q) mit /u =0. (A.6)

[
12(%) )
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Wenn der Fall [, u # 0 vorliegt, setzen wir

V= Y — v=u=0
~ wol () 0
B B u-vol ()
wi=v—0 —> Qw U vol () 0,

d.h. fiir die Funktion w : 2 — R sind die Voraussetzungen erfiillt und die zuletzt
genannte Ungleichung gilt! Die Resubstitution von w ergibt

_ a _
o =Ty < 2219 (0 =Dl
%19)
= IV = 0] 20
Da
- |U‘H1(Q)’ (A.T)

i.e. die von uns gewiinschte Form.

3. Ungleichung von POINCARE fiir Differentialgleichungssysteme

Die Voraussetzungen bei obigen Ungleichungen beziehen sich ausschliellich auf das
Gebiet €2, weshalb wir die Ungleichungen fiir vektorwertige Funktionen ohne grofien
Aufwand formulieren kénnen. Aus @ € H!(Q,RY) folgt v; € H'(Q) fiir alle i €
{1,...,q}, sodaBl wir (A.7) komponentenweise anwenden diirfen, d.h. mit

_ 1 =
U; = wol(Q) /Qui(:c)d:c, U= (W), .
gilt
9 q
— = — 12
H“_UHL2(Q,RQ) = Z||“_U||L2(Q)
i=1
g 2
LAY
(A§,7) ;§| 1.0
h o
- |U|H1(Q,Rq~

Zusammenfassend haben wir fiir ein konvexes Gebiet  C R™ mit dem Durchmesser

Do
%19)

Hﬁ_ 5“[2(9,]}@) < 7 |ﬁ|H1(Q,RQ) Vi € Hl(Q>Rq)- (A‘8)
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Anhang B

Details zu den numerischen Tests

B.1 Rechnerarchitektur und Programmatur

B.1.1 Angaben zur Hardware und Compiler

Alle Rechnungen wurden auf einer Fujitsu-Siemens V830 durchgefiihrt. Diese Ma-
schine verfiigt in unserer Ausstattung iiber einen 2.2-GHz Prozessor (AMD Opteron
275 (dual core)) und 16GB RAM.

Sowohl die HLib als auch die selbst geschriebenen Programme wurden mit dem
GCC 4.1.0 und den folgenden Optionen {ibersetzt:

CFLAGS_GCC = -03 -funroll-loops -I ${INCLUDE} -march=nocona \\
-ftree-vectorize -mfpmath=sse -msse3 -m64

FC_GCC = g77

LIBS_GCC = -lgfortran -lblas -llapack -1lg2c -1m HLib/*.o

LDFLAGS_GCC = -static

B.1.2 Verwendete Programme und Bibliotheken

Wir verwenden die HLib in der Version 1.3, Patch 9, vgl. www.hamtrix.org, um die
‘H-Arithmetik und die Gleichungssystemloser nicht selbst implementieren zu miissen.
Selbst programmiert wurden

e Routinen zum Aufbau des Cluster-Baumes fiir ¢-dimensionale Differentialglei-
chungen,

e FE-Assemblierungsroutinen fiir die zweidimensionale LAME-Gleichung,

e der Programmrahmen
sowie Routinen fiir diverse Hilfsaufgaben wie Berechnung des L2-Fehlers o.i.
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B.1.3 Gebiets- und Gittergenerierung

Die Gebiete und Gitter wurden mit Femlab bzw. Comsol 3.2 erzeugt. Die Gitter
wurden dann {iber ein Matlab-Skript in ein HLib-vertrégliches Format konvertiert
und in eine Datei geschrieben.

B.2 Numerische Resultate

Die Ergebnisse unserer Rechnungen sind in den (OpenOffice-) Tabellen

e Progs/_ergebnisse_evaluierung.sxc
‘H-Invertierung mit rangfester Arithmetik

e Progs/_ergebnisse_evaluierung_adaptiv.sxc
‘H-Invertierung mit rangadaptiver Arithmetik

e Progs/_ergebnisse_chol_cg_adaptiv.sxc
CG-Verfahren mit rangadaptiv berechnetem H-CHOLESKY-Faktor

erfafit. Die fiir die Arbeit fiir interessant befundenen und ausgewerteten Daten sind
im folgenden einzeln wiedergegeben.
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B.2.1 'H-Inverse: fester Rang, Geometrie 2, Parametertyp 3

6946 DoF’s 28226 DoF’s
kg || [|[A- A —1d||, | Ju—wnlle || ][4 A —1d||, | [Ju— |
2 1.78E4-04 5.54E+00 7.67TE+11 8.40E+07
4 2.41E+05 1.72E+01 2.08E+14 7.97E+09
8 1.32E4-03 1.22E4-00 5.16E+04 8.20E-+00
12 1.14E4-03 1.53E4-00 2.16E+04 1.08E4-01
16 3.05E+02 9.78E-01 3.33E+03 2.40E+00
20 5.70E+02 3.01E+00 3.85E+03 1.90E+00
24 4.44F+01 5.58E-01 2.08E+03 1.48E4-00
28 9.55E+00 1.74E-02 2.67TE+02 3.96E-01
32 2.76E+00 1.54E-02 3.49E+02 3.82E-01
36 2.80E-01 1.52E-02 2.49E+02 1.98E-01
40 1.28E-01 1.53E-02 1.88E+02 2.37E-01
44 5.29E-02 1.53E-02 2.18E+02 4.36E-01
48 1.18E-02 1.53E-02 1.67TE+03 6.91E-+00
52 1.73E-03 1.53E-02 1.30E+02 9.13E-01
56 5.22BE-04 1.53E-02 2.14E+01 1.43E-01
60 6.91E-05 1.53E-02 4.46E-+00 7.17E-03
64 4.02E-06 1.53E-02 1.57E+00 7.41E-03
72 1.21E-10 1.53E-02 3.88E-01 7.41E-03
80 1.26E-10 1.53E-02 2.71E-02 7.41E-03
88 1.31E-10 1.53E-02 8.10E-03 7.41E-03
96 1.32E-10 1.53E-02 1.35E-03 7.41E-03
104 1.13E-10 1.53E-02 7.34E-05 7.41E-03
112 1.13E-10 1.53E-02 7.26E-06 7.41E-03
120 1.30E-10 1.53E-02 6.84E-07 7.41E-03
128 1.23E-10 1.53E-02 2.38E-08 7.41E-03
Tabelle B.1: Fehler.




6946 DoF’s 28226 DoF’s
Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung

kq || Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM
2 1.00E-02 1.50E-01 2.30E-01 4.27TE+01 5.00E-02 4.10E-01 1.03E+00 2.38E+02
4 0.00E+00 1.10E-01 2.30E-01 4.54E+01 5.00E-02 4.60E-01 1.03E+00 2.64E4-02
8 0.00E+-00 1.60E-01 2.30E-01 5.23E401 3.00E-02 5.30E-01 1.03E+00 3.40E+402
12 0.00E+00 2.00E-01 2.30E-01 6.23E4-01 4.00E-02 6.30E-01 1.03E+00 4.52E4-02
16 0.00E+-00 2.20E-01 2.50E-01 7.37E+01 5.00E-02 7.10E-01 1.03E+00 5.88E+02
20 1.00E-02 2.10E-01 2.30E-01 8.47E+01 3.00E-02 8.00E-01 1.03E+00 7.24E4-02
24 0.00E+00 1.60E-01 2.30E-01 9.66E4-01 5.00E-02 8.70E-01 1.03E+00 8.68E+02
28 0.00E+-00 1.70E-01 2.30E-01 1.05E+02 5.00E-02 9.60E-01 1.03E+00 1.01E+03
32 1.00E-02 2.80E-01 2.70E-01 1.12E4-02 3.00E-02 1.06E+00 1.02E+00 1.14E+03
36 1.00E-02 2.30E-01 2.30E-01 1.19E+02 5.00E-02 1.12E+00 1.03E4-00 1.25E+03
40 0.00E+00 3.30E-01 2.30E-01 1.26E+02 4.00E-02 1.23E+00 1.02E+00 1.35E+03
44 0.00E+-00 2.20E-01 2.60E-01 1.31E+02 5.00E-02 1.31E4-00 1.03E4-00 1.45E+03
48 0.00E+00 3.00E-01 2.30E-01 1.35E+02 4.00E-02 1.39E+00 1.02E+00 1.52E+03
52 0.00E+4-00 3.50E-01 2.30E-01 1.39E+02 3.00E-02 1.48E+00 1.02E4-00 1.60E+4-03
56 0.00E+4-00 2.60E-01 2.30E-01 1.42E4-02 5.00E-02 1.54E+00 1.03E+00 1.66E+03
60 1.00E-02 2.70E-01 2.30E-01 1.44E+02 4.00E-02 1.63E+00 1.03E4-00 1.72E+03
64 1.00E-02 2.90E-01 2.30E-01 1.47E4-02 4.00E-02 1.74E+00 1.02E+00 1.79E+03
72 1.00E-02 3.40E-01 2.30E-01 1.54E+4-02 3.00E-02 1.87E+00 1.02E+00 1.90E+03
80 0.00E+-00 3.30E-01 2.50E-01 1.61E+02 2.00E-02 2.08E4-00 1.02E4-00 2.02E4-03
88 0.00E+4-00 4.30E-01 2.20E-01 1.74E4-02 5.00E-02 2.25E4-00 1.02E+00 2.16E+4-03
96 0.00E+4-00 4.70E-01 2.30E-01 1.85E+02 4.00E-02 2.39E4-00 1.02E4-00 2.25E403
104 1.00E-02 4.90E-01 2.30E-01 1.90E+02 2.00E-02 2.50E4-00 1.03E+00 2.32E4-03
112 0.00E+-00 3.90E-01 2.30E-01 1.96E+02 2.00E-02 2.77E400 1.03E4-00 2.37E+03
120 0.00E+00 5.30E-01 2.30E-01 1.96E+02 5.00E-02 2.91E4-00 1.02E+00 2.40E+4-03
128 0.00E+4-00 4.40E-01 2.30E-01 1.97E+02 4.00E-02 3.08E+00 1.03E4-00 2.42E+4-03

Tabelle B.2: Zeitbedarf in [sec].
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6946 DoF'’s

28226 DoF’s

kB/DoF ‘ gesamt [MB] ‘ Csp

kB/DoF | gesamt [MB] | C,

96

104
112
120
128

1.07E+01 2.18E4-02
1.13E+01 2.31E+02
1.26E+01 2.56E+-02
1.39E+01 2.82E+-02
1.51E+01 3.08E+-02
1.64E+01 3.34E+02
1.77E+01 3.59E4-02
1.89E+01 3.85E+4-02
2.02E+01 4.11E+-02
2.15E4-01 4.37E4-02
2.27E401 4.62E4-02
2.40E+01 4.88E+-02
2.53E+01 5.14E+4-02
2.65E4-01 5.40E4-02
2.78E4-01 5.65E4-02
2.90E+01 5.91E+-02
3.03E+-01 6.17E+-02
3.28E4-01 6.68E4-02
3.54E4-01 7.20E+02
3.79E+-01 7.71E+02
4.04E+-01 8.23E+-02
4.30E4-01 8.74E+02
4.55E+401 9.26E4-02
4.80E+-01 9.77TE+-02
5.06E+01 1.03E+03

30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30

1.22E+01 1.01E+03
1.34E+01 1.11E+03
1.59E+01 1.32E+03
1.84E+01 1.52E+03
2.09E+-01 1.73E+03
2.34E4-01 1.93E+03
2.58E4-01 2.14E4-03
2.83E+01 2.34E4-03
3.08E+01 2.55E+-03
3.33E4-01 2.75E4-03
3.58E4-01 2.96E4-03
3.82E+4-01 3.16E+-03
4.07TE+01 3.37TE+03
4.32E+01 3.57TE4-03
4.57E+01 3.78E4-03
4.82E+01 3.98E+-03
5.06E+-01 4.19E+03
5.56E4-01 4.60E4-03
6.06E4-01 5.01E+03
6.55E+-01 9.42E+-03
7.05E+01 9.83E+03
7.54E+01 6.24E4-03
8.04E4-01 6.65E4-03
8.54E+-01 7.06E+03
9.03E+01 7.47E+03

34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34
34

Tabelle B.3: Speicherverbrauch und Diinnbesetztheitskonstante C,.
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B.2.2 ‘H-Inverse: fester Rang, Geometrie 2, Parametertyp 4

6946 DoF’s 28226 DoF’s
kg || [|[A- A —1d||, | Ju—wnlle || ][4 A~ 1d|, | lJu—unlle
2 5.66E+04 5.24E+00 3.35E+65 2.36E+62
1.97E+04 2.46E+01 6.99E+04 1.20E+01
8 4.95E4-03 9.75E+00 7. 72E+04 3.34E+01
12 1.74E4-03 1.10E4-00 9.38E+03 2.48E+00
16 2.72E+02 4.63E-01 6.84E+03 4.90E+00
20 8.77TE+02 4.42E+00 1.51E+05 1.63E+00
24 4.48E+01 5.67E-01 2.00E+03 6.13E-01
28 8.40E+00 4.09E-02 2.70E+02 4.76E-01
32 2.87E+00 1.69E-02 2.58E+02 2.09E-01
36 2.61E-01 1.54E-02 2.55E+02 2.58E-01
40 1.30E-01 1.55E-02 1.93E+02 2.01E-01
44 5.07E-02 1.53E-02 2.16E+02 4.48E-01
48 7.99E-03 1.53E-02 1.75E+03 7.27TE+00
52 9.16E-04 1.53E-02 1.32E+02 9.18E-01
56 1.30E-04 1.53E-02 2.09E+01 1.31E-01
60 1.53E-05 1.53E-02 4.40E+00 1.14E-02
64 4.94E-07 1.53E-02 1.26E+400 7.40E-03
72 1.54E-10 1.53E-02 3.88E-01 7.47E-03
80 1.33E-10 1.53E-02 2.55E-02 7.41E-03
88 1.52E-10 1.53E-02 6.52E-03 7.41E-03
96 1.39E-10 1.53E-02 3.54E-04 7.41E-03
104 1.50E-10 1.53E-02 6.72E-05 7.41E-03
112 1.50E-10 1.53E-02 2.44E-06 7.41E-03
120 1.51E-10 1.53E-02 2.15E-07 7.41E-03
128 1.54E-10 1.53E-02 8.61E-09 7.41E-03
Tabelle B.4: Fehler.




6946 DoF’s 28226 DoF’s
Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung
kq || Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM
2 1.00E-02 1.50E-01 2.30E-01 4.29E+01 4.00E-02 4.20E-01 1.02E+00 2.41E402
4 1.00E-02 1.60E-01 2.30E-01 4.55E401 2.00E-02 4.60E-01 1.02E+00 2.64E402
8 1.00E-02 1.80E-01 2.30E-01 5.25E+401 3.00E-02 5.40E-01 1.02E+00 3.40E+402
12 1.00E-02 2.00E-01 2.30E-01 6.24E4-01 5.00E-02 6.20E-01 1.03E+00 4.52E+402
16 1.00E-02 1.40E-01 2.80E-01 7.36E+401 2.00E-02 7.10E-01 1.03E+400 5.85E402
20 0.00E+00 2.00E-01 2.30E-01 8.40E+01 3.00E-02 8.00E-01 1.02E+00 7.16E402
24 0.00E+00 1.60E-01 2.20E-01 9.49E401 2.00E-02 8.70E-01 1.03E+00 8.52E402
28 1.00E-02 1.70E-01 2.20E-01 1.03E4-02 5.00E-02 9.50E-01 1.03E+400 9.81E+402
32 0.00E+00 2.90E-01 2.70E-01 1.09E+02 3.00E-02 1.07E+00 1.03E+00 1.11E+03
36 0.00E+00 3.20E-01 2.50E-01 1.15E4-02 3.00E-02 1.12E+00 1.03E+400 1.20E+03
40 0.00E+00 3.30E-01 2.40E-01 1.22E+02 5.00E-02 1.22E+00 1.03E+00 1.30E+03
44 1.00E-02 2.50E-01 2.30E-01 1.27E4-02 3.00E-02 1.32E+00 1.02E+00 1.38E+03
48 0.00E+00 2.70E-01 2.20E-01 1.30E+02 4.00E-02 1.38E+00 1.02E+00 1.44F+03
52 1.00E-02 3.10E-01 2.30E-01 1.33E4-02 5.00E-02 1.47TE+00 1.03E+400 1.53E+03
56 1.00E-02 3.00E-01 2.30E-01 1.37E+02 2.00E-02 1.56E+00 1.02E+00 1.58E+03
60 0.00E+00 3.80E-01 2.30E-01 1.38E4-02 2.00E-02 1.65E+00 1.03E+400 1.64E+03
64 0.00E+00 4.00E-01 2.20E-01 1.41E+02 4.00E-02 1.71E+00 1.03E+00 1.70E+03
72 0.00E+00 3.30E-01 2.30E-01 1.47E+02 3.00E-02 1.92E+00 1.02E+00 1.81E+03
80 0.00E+00 3.30E-01 2.30E-01 1.54E+02 2.00E-02 2.06E+00 1.03E+400 1.92E+03
88 0.00E+00 4.00E-01 2.30E-01 1.66E+02 4.00E-02 2.25E4-00 1.02E+00 2.06E+403
96 1.00E-02 4.70E-01 2.30E-01 1.77TE4-02 2.00E-02 2.40E+00 1.03E+400 2.15E+03
104 1.00E-02 3.90E-01 2.30E-01 1.82E+02 5.00E-02 2.57TE400 1.03E+00 2.21E403
112 1.00E-02 4.70E-01 2.20E-01 1.88E4-02 4.00E-02 2.73E+00 1.03E+400 2.25E+03
120 0.00E+00 4.20E-01 2.30E-01 1.88E+02 5.00E-02 2.91E400 1.03E+00 2.29E403
128 1.00E-02 4.70E-01 2.30E-01 1.89E4-02 3.00E-02 3.09E+00 1.02E+00 2.31E403

Tabelle B.5: Zeitbedarf in [sec].
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6946 DoF’s 98226 DoF’s
kq || kB/DoF | gesamt [MB] | Cy, | kB/DoF | gesamt [MB] | C,,
2 [[1.07E+01 | 218E+02 | 30 || 1.22E+01 | 1.01E+03 | 34
4 || L13E4+01 | 2.31E+02 | 30 || 1.34E401 | 1.11E+03 | 34
8 || 1.26E+01 | 2.56E+02 | 30 || L59E+01 | 1.32E+03 | 34
12 || 1.39E401 | 2.82E+02 | 30 | 1.84E+01 | 1.52E403 | 34
16 || 1.51E4+01 | 3.08E4+02 | 30 | 2.00E+01 | 1.73E403 | 34
20 || 1.64E+01 | 3.34E+02 | 30 || 2.34E4+01 | 1.93E+03 | 34
24 || 1L.77E4+01 | 3.59E+02 | 30 || 2.58E4+01 | 2.14E+03 | 34
28 || 1.89E+01 | 3.85E+02 | 30 || 2.83E+01 | 2.34E+03 | 34
32 || 2.02E401 | 4.11E+02 | 30 || 3.08E+01 | 2.55E+03 | 34
36 || 2.15E401 | 4.37E+02 | 30 || 3.33E4+01 | 2.75E+03 | 34
40 || 2.27E4+01 | 4.62E402 | 30 || 3.58E401 | 2.96E+03 | 34
44 || 2.40E+01 | 4.88E+02 | 30 || 3.82E401 | 3.16E+03 | 34
48 || 2538401 | 5.14E4+02 | 30 || 4.07E401 | 3.37E+03 | 34
52 || 2.65E4+01 | 5.40E+02 | 30 || 4.32E4+01 | 3.57E+03 | 34
56 || 2.78E4+01 | 5.65E4+02 | 30 || 457E4+01 | 3.78E403 | 34
60 || 2.00E+01 | 5.91E+02 | 30 || 4.82E+01 | 3.98E403 | 34
64 | 3.03E401 | 6.17E+02 | 30 || 5.06E+01 | 4.19E+03 | 34
72 || 3.28E401 | 6.68E+02 | 30 | 5.56E401 | 4.60E+03 | 34
80 | 3.54E+01 | 7.20E402 | 30 || 6.06E+01 | 5.01E+03 | 34
88 || 3.79E+01 | 7.71E+02 | 30 || 6.55E401 | 5.42E+03 | 34
96 || 4.04E4+01 | 8.23E+02 | 30 || 7.05E401 | 5.83E+03 | 34
104 || 4.30E+01 | 8.74E+02 | 30 | 7.54E+01 | 6.24E+03 | 34
112 || 4.55E401 | 9.26E4+02 | 30 | 8.04E+01 | 6.65E+03 | 34
120 || 4.80E+01 | 9.77E+02 | 30 | 8.54E+01 | 7.06E+03 | 34
128 || 5.06E+01 | 1.03E+03 | 30 | 9.03E+01 | 7.47E+03 | 34

Tabelle B.6: Speicherverbrauch und Diinnbesetztheitskonstante C,.
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B.2.3 'H-Inverse: fester Rang, Geometrie 3, Parametertyp 3

104
112
120
128

7938 DoF’s

[A- A7~ rd, | =l
1.83E+03 1.17E+00
1.05E+03 1.10E+00
7.70E+03 4.96E+-00
3.33E+01 7.42E-02
1.15E+01 1.03E-01
4.46E4-00 4.61E-02
4.35E-01 1.69E-02
9.04E-02 1.68E-02
3.53E-02 1.69E-02
2.26E-02 1.69E-02
1.33E-02 1.69E-02
2.82E-03 1.69E-02
9.99E-05 1.69E-02
2.38E-07 1.69E-02
3.32E-08 1.69E-02
4.52E-09 1.69E-02
5.30E-10 1.69E-02
5.74E-11 1.69E-02
6.30E-11 1.69E-02
8.59E-11 1.69E-02
9.63E-11 1.69E-02
9.52E-11 1.69E-02
7.16E-11 1.69E-02
7.24E-11 1.69E-02
7.67E-11 1.69E-02

32258 DoF'’s

A - AT — 1], [~ walle
4.61E+09 4.49E+05
5.16E+04 1.11E+01
1.28E+05 7.35E4+00
3.78E+03 3.82E+4+00
7.51E+03 1.21E+00
4.18E+02 2.06E-01
1.02E+02 2.63E-01
3.74E+01 1.91E-01
2.42E+01 1.29E-01
6.02E+00 1.74E-02
1.46 E+00 1.15E-02
8.12E-01 1.29E-02
3.70E-01 1.04E-02
3.28E-02 8.97E-03
1.67E-02 8.99E-03
8.22E-03 8.99E-03
6.10E-03 8.99E-03
4.30E-03 8.99E-03
2.99E-03 8.98E-03
1.50E-03 8.98E-03
1.28E-06 8.98E-03
2.18E-09 8.98E-03
2.17E-09 8.98E-03
2.11E-09 8.98E-03
2.50E-09 8.98E-03

Tabelle B.7: Fehler.




7938 DoF’s 32258 DoF’s
Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung

kq || Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM
2 0.00E+-00 1.40E-01 2.00E-01 3.56E+01 3.00E-02 4.30E-01 9.10E-01 1.96E+02
4 1.00E-02 1.10E-01 2.40E-01 3.85E+401 4.00E-02 4.90E-01 9.10E-01 2.27TE402
8 0.00E+-00 1.90E-01 2.70E-01 4.76E+01 5.00E-02 6.20E-01 9.10E-01 3.18E+402
12 1.00E-02 1.60E-01 2.00E-01 6.12E+01 4.00E-02 7.30E-01 9.10E-01 4.58E+02
16 1.00E-02 2.30E-01 1.90E-01 7.82E401 5.00E-02 8.70E-01 9.10E-01 6.37E402
20 0.00E+-00 2.50E-01 2.60E-01 9.37E+01 5.00E-02 9.50E-01 9.10E-01 8.19E+402
24 1.00E-02 2.30E-01 1.90E-01 1.11E+02 6.00E-02 1.10E+00 9.10E-01 1.02E+03
28 1.00E-02 2.40E-01 2.00E-01 1.29E+02 5.00E-02 1.23E+00 9.20E-01 1.23E+03
32 0.00E+00 2.40E-01 2.40E-01 1.44E4-02 5.00E-02 1.34E+00 9.10E-01 1.43E+03
36 1.00E-02 3.10E-01 2.00E-01 1.55E+02 5.00E-02 1.46E+00 9.10E-01 1.61E+03
40 1.00E-02 3.30E-01 2.00E-01 1.65E+02 5.00E-02 1.58E+00 9.10E-01 1.78E+03
44 1.00E-02 3.50E-01 2.00E-01 1.73E+02 3.00E-02 1.77E+00 9.10E-01 1.93E+03
48 1.00E-02 3.40E-01 2.00E-01 1.79E+02 5.00E-02 1.77E+00 9.10E-01 2.03E+4-03
52 0.00E+4-00 3.40E-01 2.00E-01 1.84E+02 4.00E-02 1.73E+00 9.10E-01 2.13E403
56 0.00E+4-00 4.30E-01 2.00E-01 1.88E+02 3.00E-02 1.83E+00 9.10E-01 2.23E+4-03
60 0.00E+-00 4.30E-01 2.00E-01 1.92E+02 5.00E-02 1.94E+00 9.00E-01 2.32E403
64 0.00E+00 4.30E-01 2.00E-01 1.94E4-02 6.00E-02 2.11E4-00 9.10E-01 2.44E4-03
72 1.00E-02 4.90E-01 2.00E-01 1.99E+02 5.00E-02 2.38E4-00 9.00E-01 2.55E+4-03
80 1.00E-02 4.90E-01 2.00E-01 2.04E4-02 6.00E-02 2.68E4-00 9.10E-01 2.656E403
88 1.00E-02 4.80E-01 2.00E-01 2.09E4-02 5.00E-02 2.88E4-00 9.10E-01 2.74E4-03
96 1.00E-02 5.30E-01 2.00E-01 2.15E402 5.00E-02 3.03E+00 9.10E-01 2.81E403
104 1.00E-02 5.30E-01 2.00E-01 2.26E4-02 5.00E-02 3.28E4-00 9.10E-01 2.89E+4-03
112 0.00E+-00 5.80E-01 2.00E-01 2.34E4-02 3.00E-02 3.57E+00 9.10E-01 2.97E403
120 1.00E-02 7.00E-01 2.00E-01 2.52E+4-02 4.00E-02 3.72E4-00 9.10E-01 3.13E+03
128 0.00E+4-00 6.20E-01 2.00E-01 2.56E402 5.00E-02 3.93E+00 9.10E-01 3.17E403

Tabelle B.8: Zeitbedarf in [sec].
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B.2. Numerische Resultate
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96
104
112
120
128

30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30

7938 DoF’s
kB/DoF ‘ gesamt [MB] ‘ Csp
8.25E400 192
9.02E+00 210
1.06E+4-01 245
1.21E401 281
1.36E+01 316
1.51E+4+01 351
1.66E+01 387
1.82E401 422
1.97E+4+01 458
2.12E4-01 493
2.27TE401 529
2.43E4-01 564
2.58E4-01 600
2.73E401 635
2.88E4-01 670
3.04E4-01 706
3.19E4-01 741
3.49E4-01 812
3.80E4-01 883
4.10E4-01 954
4.41E401 1020
4.71E401 1100
5.02E4-01 1170
5.32E+01 1240
5.63E4-01 1310

30

30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30
30

32258 DoF’s
kB/DoF | gesamt [MB] | C,
9.63E+00 910
1.10E+01 1040
1.38E+01 1300
1.65E+01 1560
1.93E+01 1820
2.20E+01 2080
2.48E+01 2340
2.75E+01 2600
3.03E+01 2860
3.30E+01 3120
3.58E401 3380
3.85E+01 3640
4.13E+01 3900
4.40E+01 4160
4.68E+01 4420
4.95E401 4680
5.23E401 4940
5.78E+01 5460
6.33E+01 5980
6.88E+01 6500
7.43E+01 7020
7.98E+01 7540
8.53E+01 8060
9.08E+01 8580
9.63E+01 9100

Tabelle B.9: Speicherverbrauch und Diinnbesetztheitskonstante C,.




144 Anhang B. Details zu den numerischen Tests

B.2.4 H-Inverse: fester Rang, Geometrie 3, Parametertyp 4

7938 DoF’s 32258 DoF'’s
kg || [|[A- A —1d||, | Ju—wnlle || ][4 A~ 1d|, | lJu—unlle
2 8.87E+02 1.31E+00 7.73E-+06 5.90E+403
4 6.63E+02 1.16E+00 1.30E+04 3.78E+00
8 5.53E+02 2.11E+00 4.36E+05 6.49E+01
12 3.32E+01 4.98E-01 2.73E+04 3.04E+01
16 1.04E+01 1.02E-01 1.01E+03 2.05E400
20 9.97E+00 4.32E-02 4.29E402 6.41E-01
24 3.82E+400 2.37E-02 9.09E+01 1.40E-01
28 3.80E+00 1.67E-02 3.74E+401 2.48E-01
32 3.78E+00 1.72E-02 7.52E401 1.16E+00
36 1.28E+00 1.70E-02 2.66E+01 3.95E-02
40 2.37E-01 1.69E-02 1.08E+01 1.45E-02
44 5.10E-02 1.69E-02 1.02E+01 1.15E-02
48 5.55E-05 1.69E-02 1.00E+01 9.47E-03
52 1.81E-09 1.69E-02 9.96E+00 9.10E-03
56 7.56E-10 1.69E-02 2.64E+00 9.10E-03
60 5.62E-10 1.69E-02 5.83E-01 9.01E-03
64 5.71E-10 1.69E-02 5.79E-01 9.01E-03
72 1.07E-09 1.69E-02 5.77E-01 9.01E-03
80 5.49E-10 1.69E-02 1.54E-01 9.00E-03
88 4.48E-10 1.69E-02 3.12E-02 9.00E-03
96 5.85E-10 1.69E-02 5.81E-06 9.00E-03
104 8.55E-10 1.69E-02 3.72E-08 9.00E-03
112 4.23E-10 1.69E-02 3.58E-08 9.00E-03
120 3.98E-10 1.69E-02 6.65E-08 9.00E-03
128 4.05E-10 1.69E-02 3.75E-08 9.00E-03
Tabelle B.10: Fehler.




7938 DoF’s 32258 DoF'’s
Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung Aufbau Aufbau Konvertierung | Invertierung
kq || Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM Clusterbaum | H-Struktur | in H-Struktur + MVM
2 1.00E-02 1.40E-01 2.90E-01 3.53E+01 4.00E-02 4.10E-01 9.10E-01 1.96E4-02
4 0.00E4-00 1.40E-01 3.20E-01 3.83E401 4.00E-02 4.80E-01 9.10E-01 2.26E402
8 1.00E-02 1.20E-01 2.40E-01 4.72E+01 3.00E-02 5.80E-01 9.10E-01 3.16E+402
12 0.00E4-00 2.00E-01 2.90E-01 6.07TE401 5.00E-02 6.70E-01 9.10E-01 4.54E+02
16 1.00E-02 1.60E-01 1.90E-01 7.73E4+01 5.00E-02 8.10E-01 9.10E-01 6.28E+4-02
20 1.00E-02 2.30E-01 2.00E-01 9.20E+401 3.00E-02 9.30E-01 9.10E-01 7.97TE+402
24 1.00E-02 2.80E-01 2.50E-01 1.08E+02 3.00E-02 1.04E+00 9.10E-01 9.81E+02
28 0.00E+00 2.60E-01 2.00E-01 1.23E4-02 3.00E-02 1.14E+00 9.10E-01 1.17E+03
32 0.00E+00 3.00E-01 1.90E-01 1.35E+02 4.00E-02 1.30E+00 9.20E-01 1.34E+03
36 0.00E+00 2.80E-01 2.00E-01 1.44E+02 5.00E-02 1.34E+00 9.10E-01 1.48E+03
40 0.00E4-00 2.70E-01 2.20E-01 1.52E4-02 5.00E-02 1.48E+00 9.10E-01 1.62E+03
44 1.00E-02 3.60E-01 2.00E-01 1.58E4-02 4.00E-02 1.63E+400 9.20E-01 1.74E+03
48 1.00E-02 3.50E-01 2.00E-01 1.63E+02 4.00E-02 1.75E+00 9.10E-01 1.84E+03
52 1.00E-02 3.10E-01 2.00E-01 1.67E+4-02 5.00E-02 1.81E+00 9.10E-01 1.94E+03
56 0.00E4-00 3.10E-01 2.00E-01 1.70E+02 5.00E-02 1.97E+00 9.10E-01 2.03E+403
60 0.00E+00 4.10E-01 2.00E-01 1.73E4-02 4.00E-02 2.17E+00 9.00E-01 2.11E+403
64 0.00E4-00 4.30E-01 2.00E-01 1.75E+02 3.00E-02 2.24E4-00 9.10E-01 2.18E+403
72 0.00E+00 5.00E-01 2.00E-01 1.79E+02 3.00E-02 2.45E4-00 9.10E-01 2.28E+403
80 1.00E-02 5.00E-01 2.00E-01 1.83E4-02 5.00E-02 2.69E+00 9.10E-01 2.36E+4-03
88 1.00E-02 5.00E-01 1.90E-01 1.87E+02 4.00E-02 2.83E4-00 9.10E-01 2.44E4-03
96 1.00E-02 4.80E-01 2.00E-01 1.94E+02 5.00E-02 3.16E+00 9.10E-01 2.50E+403
104 1.00E-02 6.30E-01 2.00E-01 2.04E+02 5.00E-02 3.39E4-00 9.10E-01 2.57TE+403
112 0.00E+00 5.70E-01 1.90E-01 2.13E+02 5.00E-02 3.48E+00 9.10E-01 2.65E+403
120 1.00E-02 5.60E-01 2.00E-01 2.32E+02 6.00E-02 3.68E4-00 9.10E-01 2.82E403
128 1.00E-02 6.40E-01 2.00E-01 2.35E+02 5.00E-02 3.93E+00 9.00E-01 2.84E403

Tabelle B.11: Zeitbedarf in [sec].
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

7938 DoF’s 32258 DokF’s

kq || kB/DoF | gesamt [MB] | Cy, | kB/DoF | gesamt [MB] | C,,

2 8.25E4-00 1.92E+02 30 || 9.63E4-00 9.10E4-02 30
4 9.02E4-00 2.10E4-02 30 || 1.10E4-01 1.04E+03 30

8 1.05E+01 2.45E+-02 30 || 1.38E+01 1.30E+03 30
12 || 1.21E+01 2.81E+4-02 30 || 1.65E4-01 1.56E+03 30
16 || 1.36E+01 3.16E+-02 30 || 1.93E+-01 1.82E+03 30
20 || 1.51E+01 3.51E4-02 30 || 2.20E4-01 2.08E4-03 30
24 || 1.66E4-01 3.87TE4-02 30 || 2.48E4-01 2.34E+03 30
28 || 1.82E4-01 4.22E+-02 30 || 2.75E4-01 2.60E+-03 30
32 || 1.97E4-01 4.58E+-02 30 || 3.03E+01 2.86E+-03 30
36 || 2.12E4-01 4.93E4-02 30 || 3.30E4-01 3.12E4-03 30
40 || 2.27E401 5.29E4-02 30 || 3.58E4-01 3.38E4-03 30
44 || 2.43E401 9.64E+-02 30 || 3.85E4-01 3.64E4-03 30
48 || 2.58E+01 6.00E+-02 30 || 4.13E4-01 3.90E+-03 30
52 || 2.73E+01 6.35E4-02 30 || 4.40E4-01 4.16E4-03 30
56 || 2.88E+01 6.70E4-02 30 || 4.68E4-01 4.42E4-03 30
60 || 3.04E4-01 7.06E+02 30 || 4.95E4-01 4.68E4-03 30
64 | 3.19E4-01 7.41E+02 30 || 5.23E401 4.94E4-03 30
72 || 3.49E+01 8.12E4-02 30 || 5.78E4-01 5.46E4-03 30
80 || 3.80E+01 8.83E4-02 30 || 6.33E4-01 5.98E4-03 30
88 || 4.10E4-01 9.54E+-02 30 || 6.88E+01 6.50E+-03 30
96 || 4.41E4-01 1.02E+03 30 || 7.43E4-01 7.02E4-03 30
104 || 4.71E4-01 1.10E+03 30 || 7.98E4-01 7.54E+03 30
112 || 5.02E4-01 1.17E+03 30 || 8.53E401 8.06E4-03 30
120 || 5.32E4-01 1.24E+03 30 || 9.08E+01 8.58E+-03 30
128 || 5.63E+-01 1.31E+03 30 || 9.63E+01 9.10E+-03 30

Tabelle B.12: Speicherverbrauch und Diinnbesetztheitskonstante C,.
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B.2.5 'H-Inverse: adaptiver Rang, Geometrie 3, Parameter-

typ 4
| Dof’s | 1.00E-01 | 1.00E-02 | 1.00E-03 | 1.00E-04

Aufbau Clusterbaum [s]

7938 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E+00 | 0.00E4-00

32258 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

7938 | 1.00E-02 | 2.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02

32258 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 3.00E-02 | 4.00E-02
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

7938 | 2.40E-01 | 2.70E-01 | 2.00E-01 | 2.00E-01

32258 | 7.50E-01 | 7.60E-01 | 7.70E-01 | 7.70E-01
H-Invertierung + H-MVM [s]

7938 | 1.64E4-00 | 5.17E+00 | 1.03E+01 | 1.84E+01

32258 | 9.22E4-00 | 2.62E+01 | 1.12E402 | 2.07E+02
Speicher H-Inverse [kB/DoF]

7938 | 2.20E+00 | 3.39E+00 | 4.77E+400 | 6.32E+00

32258 | 2.57E+00 | 3.79E+00 | 7.50E+00 | 1.02E+01
Gesamtspeicher [MB]

7938 | 5.11E+01 | 7.88E+01 | 1.11E+02 | 1.47E+02

32258 | 2.43E4-02 | 3.58E+02 | 7.09E+402 | 9.66E-+02
[4-47—1d],

7938 | 2.64E+04 | 1.95E+4-03 | 541E+03 | 5.18E+02

32258 | 4.98E+48 | 1.55E+08 | 3.39E+03 | 1.42E+03
e — wnllz

7938 | 2.62E4-01 | 7.32E4-00 | 3.70E+400 | 2.06E400

32258 | 6.31E+44 | 1.57TE+04 | 3.66E+00 | 2.59E+00
Csp

7938 14 14 14 14

32258 14 14 14 14

Tabelle B.13: Mefidaten fiir rangadaptive H-Invertierung (Teil 1/4).
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

| Dof’s | 1.00E-05 | 1.00E-06 | 1.00E-07 | 1.00E-08

Aufbau Clusterbaum [s]

7938 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E4-00

32258 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

7938 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02

32258 | 4.00E-02 | 3.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02
Konvertierung der Sparse- in ‘H-Matrix [s]

7938 | 2.90E-01 | 3.40E-01 | 2.60E-01 | 3.00E-01

32258 | 7.70E-01 | 7.80E-01 | 7.70E-01 | 7.80E-01
H-Invertierung + H-MVM [s]

7938 | 2.87TE+01 | 3.72E+401 | 4.59E+01 | 5.47E+401

32258 | 3.40E+02 | 5.10E402 | 6.49E+02 | 8.00E+02
Speicher H-Inverse [kB/DoF]

7938 | 7.90E+400 | 9.09E+00 | 1.01E+01 | 1.11E+4-01

32258 | 1.28E4-01 | 1.53E+01 | 1.77E+01 | 1.97E+4-01
Gesamtspeicher [MB]

7938 | 1.84E+02 | 2.11E4-02 | 2.36E+02 | 2.58E4-02

32258 | 1.21E+03 | 1.45E+403 | 1.67E+03 | 1.86E+03
[4- 47—,

7938 | 2.83E401 | 7.44E+00 | 5.78E4-00 | 9.76E-01

32258 | 2.54E402 | 6.07E+01 | 7.02E+01 | 6.51E+4-01
= unll 2

7938 | 6.54E-01 | 4.10E-01 | 2.22E-01 | 2.42E-02

32258 | 9.68E-01 | 5.88E-01 | 1.00E4+00 | 9.59E-01
Csp

7938 14 14 14 14

32258 14 14 14 14

Tabelle B.14: MeBdaten fiir rangadaptive H-Invertierung (Teil 2/4).
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| Dof’s | 1.00E-09 | 1.00E-10 | 1.00E-11 | 1.00E-12

Aufbau Clusterbaum [s]

7938 | 0.00E4+00 | 1.00E-02 | 0.00E+00 | 1.00E-02

32258 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

7938 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02

32258 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 3.00E-02 | 4.00E-02
Konvertierung der Sparse- in ‘H-Matrix [s]

7938 | 3.50E-01 | 2.20E-01 | 1.90E-01 | 2.30E-01

32258 | 7.80E-01 | 7.80E-01 | 7.80E-01 | 7.80E-01
H-Invertierung + H-MVM [s]

7938 | 6.37TE4-01 | 7.20E+01 | 7.96E4-01 | 8.69E+01

32258 | 9.56E+02 | 1.13E+03 | 1.27E+03 | 1.40E+03
Speicher H-Inverse [kB/DoF]

7938 | 1.21E+401 | 1.29E+01 | 1.37E+401 | 1.45E+01

32258 | 2.16E4-01 | 2.35E+01 | 2.51E+401 | 2.67E+01
Gesamtspeicher [MB]

7938 | 2.80E+402 | 3.00E4-02 | 3.20E+02 | 3.36E4-02

32258 | 2.04E4-03 | 2.22E403 | 2.38E403 | 2.52E403
[A- A7 i,

7938 | 7.12E-03 | 8.11E-04 | 2.49E-04 | 3.18E-06

32258 | 1.64E400 | 3.40E-01 | 4.04E-03 | 3.93E-04
=l

7938 | 1.69E-02 | 1.69E-02 | 1.69E-02 | 1.69E-02

32258 | 1.61E-02 | 9.75E-03 | 9.01E-03 | 9.00E-03
Csp

7938 14 14 14 14

32258 14 14 14 14

Tabelle B.15: Medaten fiir rangadaptive H-Invertierung (Teil 3/4).
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

| Dof’s | 1.00E-13 | 1.00E-14 | 1.00E-15 | 1.00E-16

Aufbau Clusterbaum [s]

7938 | 1.00E-02 | 0.00E+00 | 1.00E-02 | 1.00E-02

32258 | 4.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

7938 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02

32258 | 3.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 3.00E-02
Konvertierung der Sparse- in ‘H-Matrix [s]

7938 | 3.60E-01 | 3.00E-01 | 3.20E-01 | 2.90E-01

32258 | 7.70E-01 | 7.80E-01 | 7.70E-01 | 7.80E-01
H-Invertierung + H-MVM [s]

7938 | 9.41E+01 | 1.01E402 | 1.08E+02 | 1.21E4-02

32258 | 1.52E4-03 | 1.62E+03 | 1.73E4-03 | 1.98E+403
Speicher H-Inverse [kB/DoF]

7938 | 1.51E+401 | 1.57E+01 | 1.62E+01 | 1.72E+4-01

32258 | 2.80E+4-01 | 2.93E+01 | 3.05E+01 | 3.26E+4-01
Gesamtspeicher [MB]

7938 | 3.51E+02 | 3.64E4-02 | 3.77TE+02 | 4.00E4-02

32258 | 2.65E+03 | 2.77TE403 | 2.88E+03 | 3.08E+03
[4- 47—,

7938 | 8.14E-07 | 3.98E-07 | 1.52E-08 | 5.24E-09

32258 | 6.31E-06 | 1.06E-06 | 1.83E-07 | 1.32E-07
v — wnll 2

7938 | 1.69E-02 | 1.69E-02 | 1.69E-02 | 1.69E-02

32258 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03
Csp

7938 14 14 14 14

32258 14 14 14 14

Tabelle B.16: Mefidaten fiir rangadaptive H-Invertierung (Teil 4/4).
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B.2.6 P choleskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 3

| DoF’s | 1.00E-05 | 1.00E-06 | 1.00E-07 | 1.00E-08 | 1.00E-09 | 1.00E-10 |
Aufbau Clusterbaum [s]
7938 1.00E-02 | 0.00E+400 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E+00
32258 | 5.00E-02 | 3.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
130050 | 2.00E-01 2.00E-01 2.10E-01 2.00E-01 1.90E-01 2.80E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]
7938 2.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02
32258 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02
130050 | 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 1.20E-01 1.30E-01 1.30E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]
7938 2.10E-01 2.10E-01 2.10E-01 1.80E-01 2.00E-01 2.10E-01
32258 | 4.30E-01 4.50E-01 | 4.30E-01 | 4.30E-01 4.30E-01 | 4.30E-01
130050 | 1.85E+00 | 1.85E+00 | 1.86E+00 | 1.86E+00 | 1.85E+00 | 1.85E400
‘H-Cholesky-Faktor + CGM [s]
7938 1.63E4+00 | 1.74E+00 | 1.94E400 | 2.02E400 | 2.22E+00 | 2.28E400
32258 | 1.34E+01 | 1.56E+01 | 1.75E+01 | 2.02E+01 | 2.31E+01 | 2.48E+01
130050 | 1.09E+02 | 1.68E+02 | 1.98E+02 | 2.27E+02 | 2.51E+02 | 2.81E+402
Iterationsschritte
7938 14 9 6 4 3 3
32258 16 10 8 5 4 3
130050 14 13 9 ) 4 3
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]
7938 1.94E400 | 2.04E+00 | 2.12E4-00 | 2.19E4-00 | 2.24E+00 | 2.28E400
32258 | 2.45E+00 | 2.67E+00 | 2.81E+00 | 2.97E+00 | 3.10E+00 | 3.19E+400
130050 | 3.04E+00 | 3.48E+00 | 3.78E+00 | 4.05E+00 | 4.25E+00 | 4.47E+00
Gesamtspeicher [MB]
7938 7.51E400 | 7.90E+400 | 8.21E+00 | 8.48E+00 | 8.68E+400 | 8.85E+400
32258 | 3.85E+01 | 4.20E+01 | 4.43E+01 | 4.67E+01 | 4.89E+01 | 5.03E+01
130050 | 1.93E+02 | 2.21E+02 | 2.40E+02 | 2.57E+02 | 2.70E+02 | 2.84E+402
Invertierungsfehler
7938 3.42E400 | 4.48E-01 | 4.56E-02 | 2.57E-03 | 3.33E-05 1.77E-05
32258 | 3.62E+401 | 1.50E4+00 | 4.25E-01 1.66E-02 1.76E-03 | 7.42E-05
130050 | 8.48E+01 | 8.83E+00 | 1.11E+00 | 7.95E-02 1.32E-02 | 6.56E-04
L2-Fehler
7938 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02
32258 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03
130050 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03
Csp
7938 14 14 14 14 14 14
32258 14 14 14 14 14 14
130050 16 16 16 16 16 16
Tabelle B.17: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 3, Parametertyp 4
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

DoF’s | 1.00E-11 | 1.00E-12 | 1.00E-13 | 1.00E-14 | 1.00E-15 | 1.00E-16
Aufbau Clusterbaum [s
7938 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02
32258 3.00E-02 | 5.00E-02 | 6.00E-02 | 4.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02
130050 | 2.10E-01 2.00E-01 1.90E-01 2.00E-01 2.00E-01 2.00E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]
7938 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E+00 | 1.00E-02 | 2.00E-02 | 1.00E-02
32258 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 4.00E-02
130050 | 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]
7938 1.20E-01 1.70E-01 1.20E-01 2.10E-01 1.70E-01 2.20E-01
32258 | 4.30E-01 | 4.30E-01 4.30E-01 | 4.30E-01 | 4.40E-01 4.30E-01
130050 | 1.85E+400 | 1.85E4-00 | 1.85E+400 | 1.86E+00 | 1.86E+00 | 1.85E+00
H-Cholesky-Faktor + CGM [s]
7938 2.44E+00 | 2.51E400 | 2.6TE+00 | 2.88E+00 | 2.95E400 | 3.09E+4-00
32258 | 2.65E+01 | 2.81E+01 | 2.97E+01 | 3.13E+01 | 3.27E+01 | 3.50E+01
130050 | 3.12E+02 | 3.47E+402 | 3.81E402 | 4.04E4-02 | 4.23E4-02 | 4.47E402
Iterationsschritte
7938 3 2 2 2 2 2
32258 3 3 2 2 2 2
130050 3 2 2 2 2 2
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]
7938 | 2.33E+00 | 2.37E+00 | 2.42E+00 | 2.46E+00 | 2.49E+00 | 2.53E400
32258 | 3.27E+00 | 3.35E+00 | 3.42E+00 | 3.50E+00 | 3.56E+00 | 3.63E+00
130050 | 4.68E+00 | 4.88E4-00 | 5.056E4-00 | 5.18E4-00 | 5.30E4-00 | 5.41E4-00
Gesamtspeicher [MB]
7938 | 9.02E+00 | 9.19E+00 | 9.37E+00 | 9.54E+00 | 9.80E+00 | 9.80E+00
32258 | 5.15E+01 | 5.27E+01 | 5.39E+01 | 5.51E+01 | 5.61E+01 | 5.71E+01
130050 | 2.97E+02 | 3.10E402 | 3.20E4-02 | 3.29E4-02 | 3.36E4-02 | 3.43E402
Invertierungsfehler
7938 1.72E-06 | 3.79E-07 | 3.00E-08 | 3.32E-09 | 1.01E-09 | 4.66E-10
32258 | 1.28E-05 | 7.89E-07 | 1.70E-07 | 1.56E-08 | 3.99E-09 | 2.98E-09
130050 | 7.04E-05 | 2.97E-06 | 3.45E-07 | 2.21E-08 | 1.24E-08 | 1.03E-08
L2-Fehler
7938 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02 1.69E-02
32258 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03 | 9.00E-03
130050 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03 | 3.31E-03
Csp
7938 14 14 14 14 14 14
32258 14 14 14 14 14 14
130050 16 16 16 16 16 16

Tabelle B.18: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 3, Parametertyp 4
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B.2.7 P choleskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 6

| DoF’s | 1.00E-05 | 1.00E-06 | 1.00E-07 | 1.00E-08 | 1.00E-09 | 1.00E-10 |

Aufbau Clusterbaum [s]

5058 1.00E-02 | 0.00E+00 | 0.00E+00 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E-+00

20354 3.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 3.00E-02 1.00E-02

81666 1.80E-01 1.10E-01 1.90E-01 1.20E-01 1.20E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

5058 1.00E-02 | 0.00E+00 | 0.00E+00 | 1.00E-02 | 0.00E+00 | 0.00E-+00

20354 2.00E-02 | 3.00E-02 | 2.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02

81666 5.00E-02 | 5.00E-02 | 6.00E-02 | 6.00E-02 | 5.00E-02
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

5058 1.70E-01 1.60E-01 1.60E-01 2.00E-01 2.00E-01 2.10E-01

20354 3.60E-01 3.90E-01 4.30E-01 3.60E-01 3.80E-01

81666 1.33E+00 | 1.33E+400 | 1.32E400 | 1.32E+00 | 1.33E+00
‘H-Cholesky-Faktor + CGM [s]

5058 | 1.47E+00 | 1.56E+00 | 1.48E+00 | 1.59E+00 | 1.61E+00 | 1.63E+00

20354 5.42E400 | 1.59E+401 | 1.70E4-01 | 1.81E401 | 1.89E401

81666 1.55E4+02 | 1.75E+402 | 1.91E4-02 | 2.07E402 | 2.23E4-02
Iterationsschritte

5058 22 12 6 5 4 3

20354 14 7 5 4 3

81666 14 9 6 4 4
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]

5058 | 1.96E+00 | 2.03E+00 | 2.10E+00 | 2.14E+00 | 2.17E+00 | 2.19E+00

20354 2.89E+00 | 3.03E4-00 | 3.14E+00 | 3.25E+00 | 3.32E4-00

81666 4.21E4-00 | 4.47E4+00 | 4.67E+00 | 4.86E4-00 | 5.03E+00
Gesamtspeicher [MB]

5058 | 4.84E+00 | 5.00E+00 | 5.18E+00 | 5.29E+00 | 5.36E+00 | 5.42E+00

20354 | 0.00E4-00 | 2.87TE4-01 | 3.01E4-01 | 3.12E4-01 | 3.23E4-01 | 3.30E4-01

81666 | 0.00E+00 | 1.68E+02 | 1.78E+02 | 1.86E+02 | 1.94E+02 | 2.01E+02
Invertierungsfehler

5058 | 1.45E+401 | 1.68E+400 | 1.35E-01 6.48E-03 | 7.73E-04 | 5.69E-05

20354 5.42E400 | 3.59E-01 4.12E-02 | 3.27E-03 | 4.78E-04

81666 8.17E+400 | 1.13E400 | 6.71E-02 | 7.61E-03 | 4.90E-04
L2-Fehler

5058 1.22E-02 1.22E-02 1.22E-02 1.22E-02 1.22E-02 1.22E-02

20354 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03

81666 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03
Csp

5058 14 14 14 14 14 14

20354 18 18 18 18 18

81666 18 18 18 18 18

Tabelle B.19: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 6, Parametertyp 4
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

DoF’s | 1.00E-11 | 1.00E-12 | 1.00E-13 | 1.00E-14 | 1.00E-15 | 1.00E-16
Aufbau Clusterbaum [s

5058 | 0.00E4+00 | 1.00E-02 1.00E-02 | 1.00E-02 | 1.00E-02 1.00E-02

20354 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 2.00E-02

81666 | 1.30E-01 1.90E-01 1.10E-01 1.10E-01 1.30E-01 1.40E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

5058 | 0.00E4-00 | 1.00E-02 | 1.00E-02 | 0.00E4-00 | 1.00E-02 | 1.00E-02

20354 | 2.00E-02 | 1.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02

81666 | 6.00E-02 | 6.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 6.00E-02 | 6.00E-02
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

5058 2.00E-01 1.70E-01 1.30E-01 1.80E-01 1.60E-01 1.80E-01

20354 | 3.60E-01 | 3.60E-01 | 3.60E-01 | 3.60E-01 | 3.50E-01 | 3.80E-01

81666 | 1.33E4-00 | 1.32E+00 | 1.33E+00 | 1.33E+00 | 1.32E+00 | 1.33E+00
H-Cholesky-Faktor + CGM [s]

5058 | 1.66E+00 | 1.64E+00 | 1.67E+00 | 1.80E+00 | 1.71E+00 | 1.73E+00

20354 | 1.97TE4-01 | 2.06E+01 | 2.13E+01 | 2.18E+01 | 2.23E+01 | 2.28E+01

81666 | 2.36E+402 | 2.49E+02 | 2.61E+02 | 2.73E+02 | 2.84E+02 | 2.96E+02
Tterationsschritte

5058 3 2 2 2 2 2

20354 3 3 2 2 2 2

81666 3 3 2 2 2 2
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF)]

5058 | 2.22E+00 | 2.23E+00 | 2.25E+00 | 2.26E+00 | 2.28E+00 | 2.28E+00

20354 | 3.38E400 | 3.45E+00 | 3.50E+00 | 3.53E+00 | 3.57E+00 | 3.61E+00

81666 | 5.18E400 | 5.31E4+00 | 5.44E+00 | 5.55E+00 | 5.65E+00 | 5.76E+00
Gesamtspeicher [MB]

5058 | 5.48E+00 | 5.51E+00 | 5.56E+00 | 5.59E+00 | 5.62E+00 | 5.64E-+00

20354 | 3.36E4-01 | 3.43E+01 | 3.48E+01 | 3.51E+01 | 3.55E+01 | 3.58E+01

81666 | 2.06E402 | 2.12E+02 | 2.17E+02 | 2.21E+02 | 2.25E+02 | 2.30E+02
Invertierungsfehler

5058 | 4.47E-06 | 2.97E-07 | 7.54E-08 | 6.24E-09 | 3.53E-09 | 2.97E-09

20354 | 5.29E-05 | 3.16E-06 | 3.81E-07 | 1.56E-08 | 3.99E-09 | 3.62E-09

81666 | 4.32E-05 | 4.27E-06 | 4.19E-07 | 2.92E-08 | 5.77E-09 | 5.35E-09
L2-Fehler

5058 1.22E-02 | 1.22E-02 1.22E-02 | 1.22E-02 | 1.22E-02 1.22E-02

20354 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03 | 6.82E-03

81666 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03 | 3.22E-03
Csp

5058 14 14 14 14 14 14

20354 18 18 18 18 18 18

81666 18 18 18 18 18 18

Tabelle B.20: Py.cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 6, Parametertyp 4
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B.2.8 P choleskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 7

| DoF’s | 1.00E-05 | 1.00E-06 | 1.00E-07 | 1.00E-08 | 1.00E-09 | 1.00E-10 |

Aufbau Clusterbaum [s]

12178 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02

49058 1.00E-01 | 6.00E-02 | 8.00E-02 | 6.00E-02 | 9.00E-02

197632 3.30E-01 | 3.30E-01 | 3.30E-01 | 3.30E-01 | 3.30E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

12178 2.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02

49058 3.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 3.00E-02

197632 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 2.20E-01 1.30E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

12178 2.10E-01 3.20E-01 2.90E-01 2.90E-01 2.00E-01 2.10E-01

49058 7.30E-01 7.20E-01 7.20E-01 7.20E-01 7.30E-01

197632 3.00E4-00 | 3.01E400 | 3.00E+00 | 6.50E+400 | 3.01E4-00
‘H-Cholesky-Faktor + CGM [s]

12178 | 2.76E4-00 | 2.82E4-00 | 3.11E4-00 | 3.34E400 | 3.73E4-00 | 3.93E400

49058 2.18E+401 | 2.45E401 | 2.80E+401 | 3.17TE401 | 3.53E+01

197632 1.77E+02 | 1.98E+02 | 2.21E402 | 2.47E+02 | 2.76E+402
Iterationsschritte

12178 19 9 6 4 4 3

49058 13 8 5 4 3

197632 18 11 6 4 3
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]

12178 | 1.79E4-00 | 1.90E4-00 | 2.01E4-00 | 2.08E4-00 | 2.16E4-00 | 2.23E4-00

49058 2.40E4-00 | 2.57E400 | 2.74E+00 | 2.89E400 | 3.02E4-00

197632 3.17E400 | 3.40E400 | 3.61E+00 | 3.82E+400 | 4.02E400
Gesamtspeicher [MB]

12178 | 1.06E401 | 1.13E4-01 | 1.19E401 | 1.24E4-01 | 1.29E4-01 | 1.32E+01

49058 | 0.00E+00 | 5.74E+01 | 6.15E+01 | 6.55E+01 | 6.91E+01 | 7.24E+01

197632 | 0.00E+00 | 3.06E+02 | 3.28E+02 | 3.49E+02 | 3.68E+02 | 3.88E+02
Invertierungsfehler

12178 | 1.61E+00 | 2.11E-01 1.25E-02 1.72E-03 1.12E-04 | 8.34E-06

49058 1.09E+00 | 1.27E-01 6.81E-03 1.15E-03 | 6.77E-05

197632 4.80E+00 | 6.88E-01 5.89E-02 | 5.64E-03 | 3.13E-04
L2-Fehler

12178 | 1.78E-03 | 1.78E-03 | 1.78E-03 | 1.78E-03 | 1.78E-03 | 1.78E-03

49058 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03

197632 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04
Csp

12178 16 16 16 16 16 16

49058 18 18 18 18 18

197632 18 18 18 18 18

Tabelle B.21: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 7, Parametertyp 4; ¢ =
1077 ist fiir die beiden grofen Gitter nicht rechenbar.
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests

DoF’s | 1.00E-11 | 1.00E-12 | 1.00E-13 | 1.00E-14 | 1.00E-15 | 1.00E-16
Aufbau Clusterbaum [s
12178 | 0.00E4-00 | 0.00E4-00 | 0.00E4-00 | 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02
49058 1.00E-01 9.00E-02 | 9.00E-02 | 9.00E-02 | 9.00E-02 | 9.00E-02
197632 | 3.30E-01 3.30E-01 3.30E-01 3.30E-01 3.40E-01 3.30E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]
12178 2.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02
49058 | 4.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 3.00E-02 | 4.00E-02
197632 | 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 1.30E-01 2.20E-01 1.30E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]
12178 3.20E-01 2.10E-01 2.00E-01 1.80E-01 3.30E-01 2.60E-01
49058 | 7.20E-01 | 7.20E-01 | 7.30E-01 | 7.30E-01 | 7.30E-01 | 7.30E-01
197632 | 3.00E+00 | 3.01E4-00 | 3.01E4-00 | 3.00E4-00 | 6.50E4-00 | 3.01E4-00
H-Cholesky-Faktor + CGM [s]
12178 | 4.30E4-00 | 4.65E4-00 | 4.87TE4-00 | 5.17TE4-00 | 5.39E4-00 | 5.64E4-00
49058 | 3.92E+01 | 4.33E+01 | 4.71E401 | 5.17E+01 | 5.62E4-01 | 6.09E4-01
197632 | 3.08E+402 | 3.40E+4-02 | 3.73E+402 | 4.08E+02 | 4.49E+02 | 4.95E+02
Iterationsschritte
12178 3 3 2 2 2 2
49058 3 3 2 2 2 2
197632 3 3 2 2 2 2
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]
12178 | 2.30E4-00 | 2.37TE4-00 | 2.43E4-00 | 2.49E4-00 | 2.53E4-00 | 2.57E4-00
49058 | 3.15E+00 | 3.28E+00 | 3.39E+00 | 3.52E+00 | 3.63E+00 | 3.74E+400
197632 | 4.22E+00 | 4.40E4-00 | 4.58E4-00 | 4.76E4-00 | 4.95E4-00 | 5.16E4-00
Gesamtspeicher [MB]
12178 | 1.37E401 | 1.41E4-01 | 1.45E4-01 | 1.48E4-01 | 1.51E4-01 | 1.53E+01
49058 | 7.55E401 | 7.86E+01 | 8.13E+01 | 8.42E+01 | 8.69E+01 | 8.95E+01
197632 | 4.07E+02 | 4.25E402 | 4.42E4-02 | 4.59E4-02 | 4.78E4-02 | 4.98E4-02
Invertierungsfehler
12178 1.34E-06 | 2.28E-07 | 1.93E-08 1.83E-09 | 5.04E-10 | 5.00E-10
49058 | 5.51E-06 | 7.45E-07 | 7.96E-08 | 1.10E-08 | 1.30E-09 | 1.47E-09
197632 | 3.09E-05 | 2.50E-06 | 2.44E-07 | 2.48E-08 | 4.74E-09 | 4.87E-09
L2-Fehler
12178 1.78E-03 1.78E-03 1.78E-03 1.78E-03 1.78E-03 1.78E-03
49058 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03 1.15E-03
197632 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04 | 6.03E-04
Csp
12178 16 16 16 16 16 16
49058 18 18 18 18 18 18
197632 18 18 18 18 18 18

Tabelle B.22: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 7, Parametertyp 4
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B.2.9 P choleskyCG: adaptiver Rang, Geometrie 8

| DoF’s | 1.00E-05 | 1.00E-06 | 1.00E-07 | 1.00E-08 | 1.00E-09 | 1.00E-10 |

Aufbau Clusterbaum [s]

16338 2.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 1.00E-02

65826 | 9.00E-02 | 1.40E-01 | 9.00E-02 | 8.00E-02 | 9.00E-02 | 1.20E-01

264258 | 5.20E-01 5.10E-01 5.00E-01 5.10E-01 5.10E-01 5.20E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

16338 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02

65826 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 4.00E-02 | 5.00E-02

264258 | 1.80E-01 1.90E-01 1.90E-01 1.80E-01 1.90E-01 1.80E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

16338 3.10E-01 2.20E-01 2.20E-01 3.20E-01 2.80E-01 2.20E-01

65826 9.70E-01 9.70E-01 9.80E-01 9.80E-01 9.70E-01 | 9.70E-01

264258 | 3.95E4-00 | 3.95E4-00 | 3.95E4-00 | 3.95E4-00 | 3.94E4-00 | 3.96E4-00
‘H-Cholesky-Faktor + CGM [s]

16338 | 9.87TE400 | 1.16E401 | 1.27E401 | 1.34E4-01 | 1.38E4-01 | 1.42E+01

65826 | 1.00E+02 | 1.18E+02 | 1.33E+02 | 1.46E+02 | 1.56E+02 | 1.64E+402

264258 | 7.90E4-02 | 1.02E4-03 | 1.23E4-03 | 1.43E403 | 1.61E403 | 1.78E4-03
Iterationsschritte

16338 7 5 4 3 3 2

65826 8 6 4 3 3 3

264258 11 6 ) 4 3 3
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]

16338 | 2.60E4-00 | 2.72E4-00 | 2.80E4-00 | 2.87TE+400 | 2.92E4-00 | 2.96E4-00

65826 | 3.74E+00 | 4.00E+00 | 4.21E+00 | 4.38E+00 | 4.50E+00 | 4.59E+00

264258 | 4.99E4-00 | 5.59E4-00 | 6.11E4-00 | 6.56E+4-00 | 6.93E4-00 | 7.26E4-00
Gesamtspeicher [MB]

16338 | 2.08E401 | 2.17TE4-01 | 2.23E401 | 2.29E4-01 | 2.33E4-01 | 2.37E+01

65826 | 1.20E+4-02 | 1.29E+02 | 1.35E+02 | 1.41E+02 | 1.45E+402 | 1.48E+4-02

264258 | 6.44E+02 | 7.22E4+02 | 7.88E+4+02 | 8.47E+402 | 8.94E+402 | 9.37TE+02
Invertierungsfehler

16338 1.26E-01 1.02E-02 | 6.64E-04 | 6.42E-05 | 3.06E-06 | 2.37E-07

65826 5.59E-01 3.97E-02 | 3.42E-03 1.90E-04 1.51E-05 1.19E-06

264258 | 3.11E4-00 | 2.06E-01 1.22E-02 | 7.68E-04 | 5.29E-05 | 4.62E-06
L2-Fehler

16338 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03

65826 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03

264258 | 1.09E-03 1.09E-03 1.09E-03 1.09E-03 1.09E-03 1.09E-03
Csp

16338 18 18 18 18 18 18

65826 18 18 18 18 18 18

264258 18 18 18 18 18 18

Tabelle B.23: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 8, Parametertyp 4.
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Anhang B. Details zu den numerischen Tests
| DoF’s | 1.00E-11 | 1.00E-12 | 1.00E-13 | 1.00E-14 | 1.00E-15 | 1.00E-16 |

Aufbau Clusterbaum [s

16338 2.00E-02 | 2.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02 | 2.00E-02

65826 8.00E-02 1.30E-01 1.20E-01 1.40E-01 1.30E-01 1.30E-01

264258 | 5.10E-01 5.00E-01 5.30E-01 5.40E-01 5.10E-01 5.00E-01
Aufbau H-Matrix-Struktur [s]

16338 2.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 1.00E-02 | 2.00E-02

65826 | 4.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 5.00E-02 | 4.00E-02

264258 | 1.90E-01 1.80E-01 3.10E-01 3.20E-01 1.80E-01 1.90E-01
Konvertierung der Sparse- in H-Matrix [s]

16338 2.70E-01 2.20E-01 2.20E-01 2.20E-01 2.20E-01 2.30E-01

65826 | 9.80E-01 | 9.70E-01 | 9.60E-01 | 9.70E-01 | 9.60E-01 | 9.70E-01

264258 | 3.95E4-00 | 3.94E4-00 | 8.52E4-00 | 8.53E4-00 | 3.95E4-00 | 3.96E4-00
H-Cholesky-Faktor + CGM [s]

16338 | 1.46E4-01 | 1.49E4-01 | 1.53E401 | 1.57TE401 | 1.56E4-01 | 1.63E+01

65826 | 1.70E4-02 | 1.76E4+02 | 1.82E+02 | 1.87E402 | 1.91E402 | 1.97E+02

264258 | 1.94E4-03 | 2.08E4-03 | 2.19E4-03 | 2.30E4-03 | 2.40E+403 | 2.48E403
Iterationsschritte

16338 2 2 2 2 2 2

65826 2 2 2 2 2 2

264258 2 2 2 2 2 2
Speicher H-Cholesky Faktor [kB/DoF]

16338 | 3.00E4-00 | 3.03E4-00 | 3.06E4-00 | 3.09E4-00 | 3.12E4-00 | 3.15E4-00

65826 | 4.67E+00 | 4.75E+00 | 4.82E+00 | 4.88E+00 | 4.94E+00 | 5.01E+400

264258 | 7.54E4-00 | 7.78E4-00 | 7.99E400 | 8.17TE400 | 8.35E400 | 8.51E400
Gesamtspeicher [MB]

16338 | 2.40E+01 | 2.42E401 | 2.44E401 | 247E+01 | 2.49E+01 | 2.51E401

65826 | 1.50E+02 | 1.53E+02 | 1.55E+02 | 1.57E+02 | 1.59E+02 | 1.61E+402

264258 | 9.73E4-02 | 1.00E4-03 | 1.03E4-03 | 1.056E4-03 | 1.08E4-03 | 1.10E4-03
Invertierungsfehler

16338 | 1.97E-08 | 2.83E-09 | 3.33E-10 | 2.67E-10 | 2.60E-10 | 2.66E-10

65826 1.21E-07 | 6.91E-09 1.66E-09 1.41E-09 1.41E-09 1.42E-09

264258 | 3.88E-07 | 3.96E-08 | 7.42E-09 | 6.98E-09 | 7.00E-09 | 7.00E-09
L2-Fehler

16338 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03 | 7.51E-03

65826 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03 | 3.05E-03

264258 | 1.09E-03 | 1.09E-03 | 1.09E-03 | 1.09E-03 | 1.09E-03 | 1.09E-03
Csp

16338 18 18 18 18 18 18

65826 18 18 18 18 18 18

264258 18 18 18 18 18 18

Tabelle B.24: Py cholesky CG: adaptiver Rang, Geometrie 8, Parametertyp 4
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